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L'angle corniculaire dans la tradition grecque des Éléments d'Euclide 
Bernard VITRAC 
 
 
 Lorsque, dans un texte comme les Eléments d'Euclide, on rencontre deux portions de textes 
apparemment contradictoires, plusieurs attitudes sont possibles, par exemple désespérer de l'Auteur, 
mais la tendance naturelle consiste plutôt à soupçonner l'authenticité de l'une des deux (au moins), 
pour préserver la cohérence de l'œuvre. Une telle contradiction, entre la quatrième partie de la 
Proposition III. 16 (dans laquelle apparaît le célèbre angle corniculaire, dit aussi « angle de 
contingence ») et la Proposition X. 1, a été relevée depuis longtemps, au moins depuis Campanus. 
La tendance que nous venons d'évoquer conduit à suspecter l'authenticité de III. 16, ou du moins 
celle de ses troisième et quatrième parties, consacrées aux angles mixtilignes1, en se fondant sur une 
conviction incertaine qu’on prétend parfois renforcer à l'aide deux arguments : 
— L'énoncé de III. 16 contient plusieurs parties — plus précisément quatre affirmations —, et ceci 
constituerait une situation rare dans le traité d'Euclide. 
— Cet énoncé coordonnerait ces quatre affirmations d'une manière non canonique, à l'aide de 
l'adverbe "e[ti", là aussi un usage exceptionnel dans les Eléments. 
 Ce genre d'argumentation philologique fondée sur ce que sont censés être les 
caractéristiques stylistiques habituelles d'un auteur est très classique, mais dans le cas qui nous 
occupe il a cependant un inconvénient majeur : celui d'être (au moins partiellement) faux. 
 
I. Propositions à énoncés multiples 
 
 Les Eléments contiennent en effet 73 Propositions à énoncés multiples — c'est-à-dire des 
Propositions qui pourraient faire l'objet de traitement disjoint, soit exactement 20% du total. C'est 
donc loin d'être négligeable. On peut les répartir en trois catégories : 
 
Type I : il s'agit de la conjonction de 2, 3, 4, voire 5 propriétés de la même configuration — soit 
figure géométrique, soit "situation arithmétique". 
• Inventaire (36, soit 10% du nombre total des Prop.) : 
I. 5, 21, 29, 32, 34; 
III. 7, 8, 15, 16, 31; 
VI. 4 , 5, 6, 7, 8, 20, 24; 
VII. 27; VIII. 13, 18, 19; IX. 8; 
X. 14, 66, 67, 103, 104, 112, 113; 
XI. 2; XII. 3; XIII. 13, 14, 15, 16, 17. 
                                                           
1 Je les noterai III. 16 c, d, respectivement, avec une convention analogue pour les autres Propositions à énoncés 
multiples. 
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• Commentaires : 
— Les Propositions I. 29, X. 112, 113 coordonnent 3 propriétés; III. 7, 16 coordonnent 4 
propriétés; III. 8, 31 coordonnent 5 propriétés. Il était donc particulièrement faux de dire que 
les énoncés multiples sont rares dans les Eléments, en particulier dans le Livre III.  
— Les portions de l'énoncé, correspondant à ces propriétés sont coordonnées par les 
conjonctions : kaiv, te ... kaiv, te ... kaiv .. kaiv, mevn ... dev, mevn .... dev ... dev.  
— En général il y a un unique diorisme (ou détermination), mais double dans sa formulation en 
ce sens qu'il mentionne les deux propriétés en question), voire, le cas échéant, multiple. Si les 
propriétés sont "nombreuses", ou si la preuve est assez longue, on peut trouver intercalés un ou 
plusieurs diorismes intermédiaires de rappel. Ainsi il y a un diorisme intermédiaire dans VI. 8, 
20, VIII. 18, 19, IX. 8, X. 66, 67, 103, 104, 112, 113. Dans XIII. 13-17 il y a deux diorismes 
simples pour chacune des parties de la démonstration. Cela tient sans doute à ce que ces 
Propositions coordonnent un problème et un théorème dont les diorismes ont, dans leur 
formulation canonique, des énoncés divergents. Dans XIII. 16, 17 il y a plusieurs diorismes 
intermédiaires. Mais il s'agit de Propositions qui sont parmi les plus longues des Eléments. 
— Les Propositions III. 7, 8 sont particulières quant aux diorismes : elles en présentent 
plusieurs, le premier double ou triple, puis deux simples. Ceci se justifie sans doute par 
l'introduction d'éléments supplémentaires dans l'étape de construction et par le nombre 
d'informations (même si les Propositions elles-mêmes ne sont pas si longues). Les Propositions 
III. 16 et 31 procèdent de même. Toutefois, si ici aussi on peut souligner le nombre élevé des 
informations, l'explication par l'ajout aux constructions ne vaut pas : il n'y a pas d'ajout de 
construction, ni pour III. 16c, d, ni pour III. 31 d, e. 
• Dans un certain nombre de cas, en particulier dans tous les exemples du Livre I, la preuve 
consiste à établir d'abord la propriété 1, puis à l'aide de celle-ci, la propriété 2. Ce lien déductif 
interne justifie donc le fait de les avoir combinées en une seule Proposition. Dans d'autres cas il 
s'agit plutôt d'énumérer des propriétés complémentaires de la même figure. 
 
Type II : il s'agit de la conjonction de deux Propositions converses (ou converses partielles) l'une 
de l'autre, et ce, quand la construction est la même, ce qui est généralement spécifié au moment où 
commence la preuve de la propriété converse ("à partir des mêmes constructions…"). 
• Inventaire (28, soit 7,5% du nombre total des Prop.) : 
III. 3, 14; 
V. 7, 8, 9, 10; 
VI. 2, 3, 14, 15, 16, 17, 22; 
VII. 19, 28; VIII. 14, 15, 16, 17;  
X. 9, 15, 16, 17, 18; 
XI. 34, 37; XII. 9, 15. 
• Commentaires : 
— X. 9 coordonnent une propriété directe, sa converse et les deux contraposées. 
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— A une exception près (V. 10) les portions de l'énoncé, correspondant à ces propriétés sont 
coordonnées par la conjonction kaiv. Dans V. 10 il y a seulement  dev. 
— A deux exceptions près (V. 7, 8) il y a deux diorismes simples, l'une pour la propriété 
directe, l'autre pour la converse. Dans V. 7, 8 il y a d'abord un diorisme double, puis une 
diorisme simple pour la converse. 
 
Type III : il s'agit de quelques Propositions présentant des disjonctions soit dans les hypothèses, 
soit dans les conclusions, soit dans les deux (d'où, si l'on veut, une pluralité de résultats). 
• Disjonctions d'hypothèses avec même conséquent, coordonnées par h[. Un seul cas, I. 28, qui a 
paru embarrassant aux yeux des commentateurs (voir Proclus qui cite ici le mystérieux 
Aégeias). 
• Disjonctions d'hypothèses avec même conséquent, coordonnées par ejavn te ... ejavn te ... Il y 
a 4 cas : III. 13, 26, 27, 33, les trois derniers présentant la disjonction « que les angles soient 
inscrits ou au centre ». 
• Disjonction de conclusions à partir d'une même hypothèse, coordonnées par h[toi ... h[ ... Un 
seul cas : V. 6.  
 Dans ces 6 Propositions il y a un diorisme unique et double. La preuve de V. 6 revient à 
distinguer deux cas de figures. 
• Disjonction à la fois dans les hypothèses et les conclusions, coordonnées par la conjonction 
kaiv. Ce qui revient à regrouper deux Propositions différentes, ou deux "cas de figures", 
regroupement justifié non pas par le lien logique, mais par le contenu mathématique.  Il y a 3 
cas :  
— IX. 9, 10 (conjugue les cas "carrés" et "cubes") 
— X. 11 (conjugue les cas "commensurable" et "incommensurable"). 
• Dans ces 3 Propositions il y a un diorisme simple pour chaque cas. 
L'ensemble fait donc 9 Propositions à énoncés multiples supplémentaires et porte le total à 73.  
 De l’affirmation initiale n'est donc vrai que le fait que les Propositions coordonnant plus de 
deux affirmations — c'est le cas de III. 16 — est assez rare : 8 Propositions au total, mais dont la 
moitié se trouve dans le Livre III. Il est vrai aussi que, dans l'ensemble, la conjonction des 
propriétés renforcée à l'aide de l'adverbe e[ti (de plus) est rare : on la trouve seulement dans les 
énoncés de III. 31 (kai; e[ti) — la seule autre Proposition des Eléments dans laquelle interviennent 
des angles mixtilignes — X. 112 ((kai; e[ti ... (kai; e[ti ...) , 113 (kai; e[ti ... de;) . On peut 
seulement leur joindre le diorisme — mais pas l'énoncé (te ... kaiv) — de VI. 8 (kai; e[ti)2. Il est 
intéressant de noter sa présence de X. 112-113 car ces deux propositions sont très certainement des 
interpolations dans le traité d'Euclide. 
 Ceci est peut-être un argument qui rend suspect la deuxième partie de la Proposition III. 31, 
mais évidemment pas, du moins a priori, la deuxième partie de III. 16. Il paraît donc nécessaire, 
pour aller plus loin, de reprendre le dossier de l'angle corniculaire et, plus généralement, des angles 
mixtilignes. 
                                                           
2 Même chose dans la gréco-latine : "et … et…" dans l'énoncé, "et adhuc…" dans le diorisme. 
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II. Les angles mixtilignes dans les Éléments 
 
 Les angles mixtilignes se sont pas vraiment utilisés dans le traité d'Euclide. Il est donc 
tentant d'y voir : 
• soit des traces fossiles d'une problématique dépassée au moment de la composition des Éléments ; 
c'est l'hypothèse de Heath, reprise par la majorité des commentateurs3. 
• Soit le résultat d'une interpolation postérieure. 
En fait les choses sont sans doute plus compliquées. 
 
• Il y a d'abord le couple des Définitions I. 8-9, de l'angle plan en général et de l'angle rectiligne en 
particulier, qui suggère que l'angle rectiligne n'est qu'une espèce d'angles plans, parmi d'autres, et 
donc qu'Euclide est prêt à accepter la notion d'angle mixtiligne ou curviligne.  
 
8. Un angle plan est l'inclinaison, l'une sur l'autre, dans un 
plan, de deux lignes qui se touchent l'une l'autre et ne sont 
pas placées en ligne droite. 
∆Epivpedo" de; gwniva ejsti;n hJ ejn ejpipevdw/ duvo grammw'n 
aJptomevnwn ajllhvlwn kai; mh; ejp∆ eujqeiva" keimevnwn 
pro;" ajllhvla" tw'n grammw'n klivsi". 
9. Et quand les lignes contenant l'angle sont droites, 
l'angle est appelé rectiligne. 
”Otan de; aiJ perievcousai th;n gwnivan grammai; 
eujqei'ai w\sin, eujquvgrammo" kalei'tai hJ gwniva.  
 
• En ce point du traité rien n'est cependant précisé sur ce que pourraient être ces angles non-
rectilignes. Une sous-espèce de tels angles, en l'occurrence mixtiligne, est au demeurant définie plus 
tard, dans la Définition III. 7, à savoir l'angle du segment de cercle : 
 
7. Et un angle du segment est celui contenu par une droite 
et un arc (une circonférence) de cercle4. 
Tmhvmato" de; gwniva ejsti;n hJ periecomevnh uJpov te 
eujqeiva" kai; kuvklou perifereiva". 
 
 Cette Définition est critiquée par Ibn al-Haytham (Sude, p. 156, l. 3-6) car le definiens 
s'appliquerait aussi bien à l'angle de contact lequel n'est pas défini dans les Eléments. L'objection 
d'Ibn al-Haytham s'explique parfaitement s'il disposait d'une traduction très littérale, sans article 
défini. C'est peut-être ce qui avait conduit les latins — mais peut-être déjà certains modèles arabes5 
— à la modifier en parlant de "corde" : la "droite" ne peut alors désignée la tangente au cercle. 
 L'expression hJ keratoeidhv~ gwniva n'est pas utilisée par Euclide mais on le trouve à 
plusieurs reprises chez Proclus, dans les scholies aux Eléments, dans les Definitiones pseudo- 
héroniennes, et chez les commentateurs d'Aristote, en particulier Philopon et Simplicius. Bref des 
auteurs tardifs, à l'exception possible — mais pas garantie — du pseudo-Héron. Les angles 
mixtilignes interviennent seulement dans deux Propositions : III. 16 et 31. 
 
• Examinons d'abord III. 16 : 
 
                                                           
3 V. par ex. Caveing, M., La figure et le nombre. Lille, Presses Universitaires du Septentrion, pp. 38-39.  
4 Dans ma traduction j'ai rendu cette Df. de manière légèrement différente : «… celui contenu par la droite et la 
circonférence du cercle » considérant que cette Df. est la suite de la précédente : « Un segment de cercle est la figure 
contenue par une droite et une circonférence de cercle » (Tmh'ma kuvklou ejsti; to; periecovmenon sch'ma uJpov te 
eujqeiva" kai; kuvklou perifereiva"), à laquelle elle est effectivement coordonnée : Cf. « Tmhvmato" de; gwniva ». 
5 Mais pas dans les mss de la version Ishâq-Thâbit; peut-être est-ce le cas chez Avicenne. 
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ÔH th'/ diamevtrw/ tou' kuvklou pro;" ojrqa;" ajp∆ a[kra" 
ajgomevnh ejkto;" pesei'tai tou' kuvklou, kai; eij" to;n 
metaxu; tovpon th'" te eujqeiva" kai; th'" perifereiva" 
eJtevra eujqei'a ouj parempesei'tai,  
La droite menée à angles droits avec le diamètre du 
cercle à partir d'une extrémité tombera à l'extérieur du 
cercle, et dans le lieu compris entre la droite et la 
circonférence, une autre droite ne sera pas intercalée ;  
kai; hJ me;n tou' hJmikuklivou gwniva aJpavsh" gwniva" 
ojxeiva" eujqugravmmou meivzwn ejstivn, hJ de; loiph; 
ejlavttwn. 
en outre, d'une part l'angle du demi-cercle est plus grand, 
d'autre part l'angle restant plus petit, que tout angle 
rectiligne aigu. 
 
 Dans III. 16 quatre propriétés sont coordonnées sous la forme : P1 kai; P2 kai; ... me;n ... P3, 
... de; P4. Les angles mixtilignes interviennent dans P3 et P4 : 
— l'angle du demi-cercle (hJ tou' hJmikuklivou gwniva), est déclaré plus grand que tout angle 
rectiligne aigu. 
— l'angle corniculaire, désigné simplement comme "reste" (hJ loiphv), est déclaré plus petit que tout 
angle rectiligne aigu, propriété qui, selon Campanus, est incompatible avec X. 1. 
 Il y a un diorisme simple pour P1, puis pour P2, ce qui ne correspond pas à la règle générale 
des Propositions à énoncés multiples de type I. On a ensuite un diorisme double pour (P3, P4) dans 
les termes de l'énoncé. Cela dit, comme le prouve les termes mêmes de la conclusion6, on n'établit 
pas (P3, P4) mais (P'3, P'4)7 : 
P'3 : il n'existe pas d'angle rectiligne aigu plus grand que l'angle du demi-cercle; 
P'4 : il n'existe pas d'angle rectiligne aigu plus petit que l'angle restant, 
en se ramenant à P2 : on peut donc dire que (P2, P'3, P'4) sont solidaires. 
 La conclusion correspond à un énoncé qui serait quelque chose comme : 
 
Il ne sera construit aucun angle aigu rectiligne, soit plus 
grand que l'angle du demi-cercle, soit plus petit que 
l'angle restant. 
Oujdemiva ojxei`a uJpo; eujqei``wn periecomevnhn gwniva 
sustaqhvsetai, h[toi th``~ me;n hJmikuklivou meivzwn h] 
th``~ loiph;~ ejlavttwn. 
 
 On peut penser qu'il ne s'agit pas d'un problème de mathématique stricto sensu mais d'un 
problème de logique. Notons A l'ensemble des angles rectilignes aigus, c l'angle corniculaire et D 
l'angle du demi-cercle. On a démontré : 
P'3 : ¬ (∃ a / A ∍ a et a > D) soit : ∀ a, A ∍ a, ¬ (a > D) 
P'4 : ¬ (∃ a / A ∍ a et a < c) soit : ∀ a, A ∍ a, ¬ (a < c) 
 Il faut imaginer, à la Gardies, que l'auteur admet que l'on a nécessairement : 
 (a < D) ∨ (a = D) ∨ (a > D) et (a < c) ∨ (a = c) ∨ (a > c) 
Comme, par définition, on ne "peut" avoir : (a = D) et (a = c), alors ¬ (a > D) équivaut à (a < D) et ¬ 
(a < c) à (a > c). Modulo cette équivalence, P'3 se réécrit alors : ∀ a, A ∍ a, a < D, c'est-à-dire P3 ; P'4 
se réécrit : ∀ a, A ∍ a, a > c, c'est-à-dire P4. 
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Donc il n'y aura pas d'angle aigu contenu par des droites 
plus grand que l'angle contenu par la droite AB et la 
circonférence CHA, ni non plus plus petit que celui 
contenu par la circonférence CHA et la droite AE. 
oujk a[ra th'" periecomevnh" gwniva" uJpov te th'" BA 
eujqeiva" kai; th'" GQA perifereiva" e[stai meivzwn 
ojxei'a uJpo; eujqeiw'n periecomevnh, oujde; mh;n ejlavttwn 
th'" periecomevnh" uJpov te th'" GQA perifereiva" kai; 
th'" AE eujqeiva". 
 
7 Sur tous ces points la traduction gréco-latine est conforme au grec. Chez Ad. I (III. 15) il y a inversion dans l'ordre des 
affirmations entre l'énoncé et celui du diorisme intermédiaire. On ne trouve pas cette inversion chez GC. Il me semble 
que la conclusion de ce dernier est conforme à son énoncé. 
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 Toutefois il n'est pas certain que l'auteur admette sans justification que l'on ne puisse pas 
avoir (a = D) par définition, comme je l'ai affirmé en passant. Qu'on se souvienne en effet du 
commentaire de Proclus à la Demande 4 : selon lui — et l'argument semble remonter au moins à 
Pappus — un angle mixtiligne peut être égal à un angle rectiligne. Cela dit, pour l'angle de demi-
cercle l'inégalité a ≠ D résulte de la Notion commune "le tout est plus grand que la partie"; pour 
l'inégalité a ≠ c on devra recourir à cette inégalité (a ≠ D), et la conjuguer à la notion commune 3 
(car si c = a1, D = d — a1 = a2, d désignant l'angle rectiligne droit). 
 
• Passons à III. 31 : 
 
Dans un cercle, d'une part l'angle dans le demi-cercle est 
droit, d'autre part celui dans un segment plus grand [qu'un 
demi-cercle] est plus petit qu'un droit, celui dans un 
segment plus petit, plus grand qu'un droit.  
∆En kuvklw/ hJ me;n ejn tw'/ hJmikuklivw/ gwniva ojrqhv ejstin, 
hJ de; ejn tw'/ meivzoni tmhvmati ejlavttwn ojrqh'", hJ de; ejn 
tw'/ ejlavttoni tmhvmati meivzwn ojrqh'":  
De plus l'angle du segment plus grand est plus grand qu'un 
droit et l'angle du segment plus petit, plus petit qu'un 
droit. 
kai; e[ti hJ me;n tou' meivzono" tmhvmato" gwniva meivzwn 
ejsti;n ojrqh'", hJ de; tou' ejlavttono" tmhvmato" gwniva 
ejlavttwn ojrqh'". 
 
 Ici cinq propriétés sont coordonnées sous la forme : … me;n P1 … de; P2, … de; P3. kai; e[ti 
... me;n P4, ... de; P5. 
Les angles mixtilignes, à savoir les angles des segments de cercle plus grands ou plus petits qu'un 
demi-cercle, interviennent dans P4 et P5. 
 Il y a un diorisme triple pour (P1, P2, P3), puis un diorisme double pour (P4, P5). On ne peut 
pas vraiment dire qu'il y ait une démonstration pour (P4, P5). D'ailleurs le texte grec en témoigne par 
l'interpolation d'une glose métamathématique :  
« Et c'est évident de soi-même » (kaiv ejstin aujtovqen fanerovn), 
 La version gréco-latine est en tout point semblable au texte grec. Ad. I (III. 30) a rendu " 
kai; e[ti" par "itemque"; GC ne l'a pas rendu. Ni l'un ni l'autre des traducteurs latins ne connaît la 
glose métamathématique citée ci-dessus. 
 On remarquera que la Proposition III. 31 ne dit rien de l'angle du demi-cercle, ce qui est 
assez étonnant puisqu'on est censé avoir vu dans III. 16 qu'il est plus grand que tout angle aigu, 
comme l'angle droit rectiligne, mais qu'il est visiblement plus petit que ce dernier. Il était facile de 
dire : « De plus … l'angle du segment plus petit ou égal, plus petit qu'un droit ». 
 
 Le dossier euclidien concernant les angles mixtilignes n'est certes donc pas très riche, mais 
il n'est pas vide. Supposer que toutes ces considérations résultent d'interpolations implique de 
remettre en cause deux Définitions et deux Propositions. Cela dit, il faut peut être commencer par 
introduire une distinction entre les deux catégories d'angles mixtilignes que va retenir la tradition 
euclidienne, à savoir les angles de segments de cercle, objets de la Définition III. 7, et l'angle dit 
ultérieurement corniculaire, mentionné seulement dans la quatrième partie de III. 16; celui-ci n'est 
pas défini. Surtout si l'on admet qu'Euclide focalise son intérêt sur les figures, les segments de 
cercle sont des figures qui, en tant que telles, ont des angles, entendez des "coins". Ces 
configurations sont convexes, et ce n'est pas parce qu'on s'intéresse aux angles des segments (dans 
Df. III. 7 et Prop. III. 31) qu'on doit nécessairement considérer leur complémentaire dans l'angle 
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droit (i.e. l'angle corniculaire), lequel n'entre pas dans une figure et implique, de surcroît, une 
configuration concave. On sait par exemple qu'Euclide n'a pas pris en compte les polyèdres 
réguliers concaves et ne fait jamais intervenir de polygones concaves. La thématisation de la 
convexité et de la concavité est en revanche parfaitement attestée chez Archimède, mais il n'est pas 
certain qu'elle l'était chez les mathématiciens antérieurs, ni surtout qu'il fallait qu'elle le soit dans un 
recueil d'Eléments.  
 Comme je l'ai déjà dit, l'interprétation traditionnelle de ce dossier, telle qu'elle est présentée 
par Heath par exemple, est que l'angle corniculaire, et plus généralement les angles mixtilignes, 
étaient déjà utilisés à l'époque préeuclidienne, et, le fait qu'il n'y ait que deux usages de tels angles 
dans les Eléments suggère qu'il s'agit de "traces-fossiles" d'usages anciens, déjà tombés en 
désuétude à l'époque d'Euclide8. Cette interprétation suppose trois choses : 
— L'authenticité de l'ensemble des passages concernés, y compris la quatrième partie de III. 16; 
— Une connexion évidente et nécessaire entre "angle de segments" et "angle corniculaire" que je 
viens de discuter; 
— Heath ajoute une hypothèse historique : la connexion qu'il y aurait entre le problème de l'angle 
corniculaire et celui de la nature du contact entre le cercle et sa tangente, déjà explorée par les 
mathématiciens à l'époque de Démocrite9. 
 La première supposition est précisément celle que nous voulons éprouver dans ce qui suit. 
Nous venons de remettre en cause la seconde. Reste la troisième. Il me semble que cette connexion 
pourrait être le résultat du travail des commentateurs aristotéliciens qui, dans leur discussion sur le 
cercle, lient effectivement trois ou quatre problèmes :  
• celui de l'angle corniculaire;  
• celui de la nature du contact entre le cercle et sa tangente; 
• celui de la comparabilité — possible ou impossible, et selon quelles modalités — du rectiligne et 
du circulaire; 
• enfin celui de la quadrature du cercle.  
 Comme cela est bien connu, ce dernier problème est discuté à plusieurs reprises dans le 
corpus du Stagirite, en particulier à propos des tentatives de solution attribuées à Hippocrate de 
Chio, Antiphon et Bryson, et ce sont ces allusions qui vont donner aux commentateurs l'occasion de 
nous en dire un peu plus — et parfois beaucoup trop — sur les différentes difficultés liées au cercle. 
 Toutefois il n'est pas évident que cette connexion entre tous ces problèmes ait été faite par 
les mathématiciens eux-mêmes. D'ailleurs, dans Mathematics in Aristotle, Heath lui-même 
rapproche le traité attribué à Démocrite sur la nature du contact entre un cercle et sa tangente à une 
problématique voisine abordée par Protagoras, ce dont témoigne Aristote10. Or, dans ce cas, il me 
semble qu'il s'agit d'une tentative de critique des mathématiques, critique d'inspiration sceptique 
(Aristote parle d'une réfutation des géomètres) sur l'inexistence des configurations et des objets sur 
lesquels raisonne le mathématicien, en particulier, les lignes idéales que sont droites et cercles 
                                                           
8 V. TBE, I, p. 39. 
9 Ibid., p. 40. 
10 Met., B, 2, 997 b35—998 a4. V. Heath, T. L., Mathematics in Aristotle, Oxford, Clarendon Press, 1949, pp. 204-205.  
 
8 
mathématiques. La critique sera renouvelée et développée à l'époque hellénistique et on la retrouve 
avec force détails chez Sextus Empiricus. 
 Pour le dire autrement, la question de l'angle corniculaire appartient-elle à un débat 
technique interne aux mathématiques, liée à certains des grands problèmes de la géométrie (par 
exemple celui de la quadrature du cercle) ou relève-t-elle uniquement des discussions 
métamathématiques et philosophiques (statut des objets mathématiques) ?  
 Répondre à une telle question ne permettra sans doute pas de répondre à la question de 
l'authenticité des portions du texte euclidien, mais donnera cependant un certain éclairage. Certes, 
on peut, d'un autre point de vue, contester qu'une telle question ait la moindre pertinence pour 
l'époque dont nous parlons mais, quoi qu'il en soit, il faut revenir aux commentateurs. 
 
III. L'angle corniculaire chez les commentateurs 
 
 Par facilité j'ai recherché les occurrences de la notion d'"angle corniculaire" dans le TLG. 
Elles sont peu nombreuses et, pour que ce qui concerne les textes mathématiques, tardives11. J'ai 
vérifié qu'il ne se trouve ni chez Archimède, ni dans les commentaires d'Eutocius à Archimède, ni 
chez Pappus (Collection mathématique, Comm. in Eucl. X). En particulier, quand ce dernier 
commente X. 1, il mentionne bien l'utilisation qu'Euclide fait de la Df. V. 4, mais il ne dit rien de la 
contradiction que l'on peut obtenir avec III. 16, ce qui est la substance de l'annotatio de Campanus. 
 
 1. Dossier textuel : 
• Pseudo-Héron, Definitiones, n°120, p. 74, l. 25—p. 76, l. 9 Heiberg. 
• Proclus, In Eucl. I, p. 104, l. 18; p. 113, l. 17; p. 122, l. 2, 5; p. 127, l. 14; p. 134, l. 12; p. 234, l. 
16; p. 271, l. 18 Friedlein. 
• Jean Philopon, In Arstt Anal. Post., CAG, vol. 13, 3, p. 113, l. 14 (comm. in Anal. Post., I, 9, 75 
b37, discussion des principes propres à une science; critique de Bryson). Le contexte est celui de la 
tentative de quadrature du cercle par Bryson d'Héraclée. 
• Simplicius, In Arstt Phys., CAG, vol. 9, p. 59, l. 28—p. 60, l. 4. Le contexte est celui de la 
tentative de quadrature du cercle par Antiphon. 
• Simplicius, In Arstt De cælo, CAG, vol. 7, p. 539, l. 14-24 (comm. in De cæl. II, 14). Il s'agit de 
justifier que les graves tombent en faisant des angles semblables, mais pas comme des parallèles 
pavnta fevretai ta; bareva pro;" oJmoiva" gwniva", ajll∆ ouj par∆ a[llhla). Simplicius utilise Él. 
III. 18-19, l'égalité des angles de demi-cercle entre eux, et l'égalité des angles corniculaires entre 
eux. 
• Scholie n° 1 in Eucl. El. I (seulement dans le manuscrit P), EHS, V, 1, p. 48, l. 27; p. 50, l. 33; p. 
51, l. 1; p. 52, l. 28; p. 55, l. 6. 
                                                           
11 En revanche on trouve le terme "keratoeidhv~" pour qualifier la forme d'un autel monumental chez Flavius Josèphe 
(Guerre des Juifs, L. V, ch. V, § 6), né vers 35 de notre ère. "keratwvdh~" = "cornu", "à cornes" est plus anciennement 
attesté (Arstt, Histoire des animaux, VIII, 595a 13). On le trouve aussi dans plusieurs inscriptions des IV-IIIe siècles 
pour désigner là encore des autels. Les termes de cette famille étaient donc courants dans la langue de l'architecture, des 
sciences naturelles et de la médecine (la cornée). 
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• Scholie n° 47 in Eucl. El. I. 9 (seulement dans P ), EHS, V, 1, p. 89, l. 26—p. 90, l. 9. 
 Ces deux scholies ont été produites à partir du commentaire de Proclus, ou d'une source 
commune; les passages concernant l'angle corniculaire se réduisent à une simple citation du texte 
que l'on trouve chez le Diadoque, parfois légèrement modifié ou abrégé. Il ne s'agit pas de 
témoignages indépendants. Leur intérêt résident principalement dans le fait qu'elles ont pu être 
connues des arabes par l'intermédiaire des manuscrits grecs d'Euclide. Ceux-ci ont pu avoir accès de 
cette façon à certaines remarques de Proclus sur l'angle corniculaire même sans avoir accès au texte 
complet du Commentaire, et sans savoir que le Diadoque en était la source. 
• Scholie App. III, n°1 in Eucl. El. I (ms B, f°122), EHS, V, 2, pp. 345-346.  
 Il s'agit d'un schéma représentant une partie de la classification des angles plans tels que 
nous la connaissons par Proclus et généralement attribuée à Géminus. Le schéma est rapporté par 
Heiberg à Léon le mathématicien. A la suite on en trouve plusieurs autres, représentant une 
classification des triangles et des quadrilatères; Heiberg suggère qu'ils pourraient être de la main 
d'Aréthas. A côté du dernier schéma on a une liste de différentes espèces d'angles plans, inspirée là 
encore par une partie de la classification de Géminus. 
• Scholie n°8 in Eucl. Catoptrique (in Prop. 1), EHM, VII, p. 348, l. 23—p. 349, l. 3 [cite le résultat 
de III. 16(iv)].  
• Scholie n°31 in Eucl. Catoptrique (in Prop. 22), EHM, VII, p. 356, l. 3-9 (cite la sch. précéd.). 
 A ce dossier on adjoindra la scholie n°31 in Eucl. El. III. 31 (EHS, V, 1, p. 202, l. 12-23, 
dans PBF, Vat.) qui mentionne le paradoxe des angles mixtilignes, mais pas spécifiquement l'angle 
corniculaire. Il n'y a rien d'intéressant dans la scholie à III. 16 et il n'y a pas de scholie à la Df. III. 7. 
On peut également remarquer que les propriétés du contact entre le cercle et sa tangente présentées 
dans III. 16 sont étendues aux sections coniques par Apollonius, de manière disjointe, en deux 
Propositions, Coniques I. 17 et I. 32, correspondant respectivement à III. 16(a-b). Dans son 
Commentaire Eutocius relève comme il se doit le parallélisme entre les deux auteurs12. On peut 
remarquer que ni chez Apollonius, ni chez Eutocius il n'y a quelque considération que ce soit 
correspondant à III. 16 (c-d), c'est-à-dire portant sur les angles mixtilignes. Cela dit, si l'on tient à 
soutenir par là une position d'inauthenticité de la portion du texte euclidien, il ne faut perdre de vue 
qu'il s'agit d'un argument a silentio, et donc très faible. 
 Il y a aussi des considérations assez nourries sur les angles mixtilignes que sont les angles 
de segment de cercle (en particulier du demi-cercle) dans les commentaires des remarques 
d'Aristote sur l'égalité des angles à la base des triangles isocèles (Cf. Eucl., I, 5) dans les Premiers 
Analytiques (I, 24, 41 b13-22). Alexandre d'Aphrodise, Philopon, Heath suivi par Caveing, 
comprennent que les angles dont parle Aristote sont des angles mixtilignes; certains interprètes 
modernes croient, à l'inverse, qu'il s'agit d'angles rectilignes. Le texte d'Aristote est très allusif et 
l'interprétation d'Alexandre peut s'expliquer très simplement par le fait que ce dernier croit 
qu'Aristote utilisait la même terminologie qu'Euclide [opposition entre angle du segment 
(mixtiligne) et angle dans le segment (rectiligne)] : le Stagirite parle des angles des demi-cercles, 
                                                           
12 V. Apoll., II, p. 246, l. 4-17. 
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des segments (aiJ tw``n hJmikuklivwn, aiJ tw``n tmhvmatwn), toujours au pluriel, ce qui, dans la 
terminologie d'Euclide, désigne des angles mixtilignes, mais qui, dans le style souvent 
brachylogique d'Aristote, pourrait désigner les angles rectilignes inscrits. Je laisserai donc cet 
exemple de côté, car rien ne permet vraiment de trancher.  
 C'est d'ailleurs une des difficultés que rencontre la thèse de Heath : Aristote ne mentionne 
jamais l'angle corniculaire. On peut même se demander s'il utilise les angles mixtilignes. J'aurai 
peut-être l'occasion d'y revenir. Au demeurant, quand bien même on admet l'interprétation 
"aphrodisiaque" de la preuve aristotélicienne de I. 5, il y est seulement question d'angle de segment, 
mais pas de l'angle corniculaire. Examinons maintenant chacune des pièces de notre dossier. 
 
 2. Pseudo-Héron, Deff., n°120 [Peri; tou' ejn megevqesi mevrou"]  
 
Mevro" ejsti; mevgeqo" megevqou" to; e[latton tou' 
meivzono", o{tan katametrh'tai to; mei'zon eij" i[sa. 
a. Une grandeur est une partie d'une grandeur, la plus petite de 
la plus grande, quand elle mesure exactement la plus grande en 
[parties] égales. 
ei[rhtai de; to; mevro" nu'n ou[te wJ" kovsmou mevro" hJ gh' 
ou[te wJ" ajnqrwvpou kefalhv, ajlla; mh;n oujde; wJ" th'" 
pro;" ojrqa;" th'/ diamevtrw/ tou' kuvklou ajp∆ a[kra" 
ajgomevnh" levgomen mevro" ei\nai th;n ejkto;" tou' 
hJmikuklivou lambanomevnhn gwnivan th'" uJpo; th'" pro;" 
ojrqav": ajduvnaton gavr ejstin uJpo; tauvth" th'" gwniva", 
h{ti" keratoeidh;" kalei'tai, katametrhqh'nai th;n 
ojrqhvn, pavsh" gwniva" eujqugravmmou ejlavttono" ou[sh" 
th'" keratoeidou'".  
b. Mais, à ce moment, on ne dit pas "la partie" comme quand on 
dit que la Terre est partie du cosmos, ni la tête, partie d'un 
homme, ni même comme lorsque — la droite à angles droits à 
l'extrémité du diamètre d'un cercle ayant été menée —, nous 
disons que l'angle pris à l'extérieur du demi-cercle est une partie 
de celui sous-tendu par la perpendiculaire; car il est impossible 
que l'angle droit soit mesuré exactement par ce même angle — 
lequel est appelé corniculaire — l'angle corniculaire étant plus 
petit que tout angle rectiligne. 
ma'llon ou\n to; ejn megevqesi mevro" ejpi; tw'n 
oJmoiogenw'n lhyovmeqa kai; ou{tw" ejrou'men to; ejn 
megevqesi mevro", wJ" th;n tou' trivtou ojrqh'" gwnivan 
levgomen th'" ojrqh'" mevro" ei\nai. 
c. Mais la partie dans les grandeurs, sera prise par nous 
effectivement plutôt pour celles de même genre, et ainsi 
[seulement] parlerons-nous de partie dans les grandeurs, comme 
lorsque nous disons que le tiers de l'angle droit est une partie de 
l'angle droit. 
to; ga;r sofismavtion ejkei'no paraleiptevon to; 
legovmenon, o{ti: eij to; mevro" ejsti; to; katametrou'n, 
kai; to; katametrou'n ejsti mevro", katametrei'tai de; 
to; stereo;n uJpo; podiaiva" eujqeiva", mevro" a[ra hJ 
podiaiva eujqei'a tou' stereou', o{per a[topon.  
d. Car on doit écarter ce sophisme-là qui dit que : si la partie est 
la mesure exacte et si la mesure exacte est une partie, puisque le 
solide est mesuré par des droites d'un pied, la droite d'un pied 
est donc une partie du solide, ce qui est absurde. 
 
L'auteur de cette Définition veut expliciter la notion de "partie" dans les grandeurs (sans 
doute par opposition aux nombres; cf. Df. VII. 3). Dans les Éléments tels qu’ils sont transmis, le 
terme n'est pas dépourvu d'ambiguïté: il y a un sens général de "partie" par opposition au "tout" (Cf. 
NC 8 — si elle est authentique !) et un sens spécifique à la théorie des rapports du Livre V qui 
suppose le premier (Cf. la clause «… la plus petite de la plus grande…»). Une partie d'une grandeur 
au premier sens du terme n'en est pas forcément une "partie" au sens du Livre V, parce qu'elle peut 
en être des parties, par analogie avec la Df. VII. 4, mais aussi parce qu'elle peut lui être 
incommensurable. "Etre une partie" est un cas particulier de "être commensurables" qui est un cas 
particulier de "avoir un rapport" lequel est plus ou moins équivalent à "être de même genre que". 
 
Le contre-exemple du Pseudo-Héron paraît donc un peu forcé. Il a cependant le mérite de 
suggérer qu'il y a non seulement deux sens de "partie" mais aussi peut-être deux sens de "être plus 
grand, être petit que…". Une des façons de résoudre le problème dans X. 1 aurait été de préciser 
que les deux grandeurs données sont non seulement "inégales", mais homogènes. Le même réquisit 
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vaut d'ailleurs pour la Df. X. 1 comme le montrent les scholies : les commentateurs, mais peut-être 
aussi Archimède (!), aurait préféré que la Df de la commensurabilité de deux grandeurs précise que 
l'on compare des grandeurs homogènes. Cela dit, puisque cette notion de "grandeurs homogènes" 
n'est pas non plus définie, on risquait de retomber dans d'autres difficultés et de devoir introduire 
non seulement la notion de grandeurs de même genre, mais aussi de même espèce… (V. infra, la 
classification des angles). 
 Autre solution : spécialiser le sens de "inégal" (a[nison) et en faire un terme moins large que 
"non-égal" (mh; i[son) en précisant que si deux grandeurs sont inégales, l'une est nécessairement 
plus petite que l'autre, et elles ont alors un rapport mutuel. 
 
  3. Proclus 
 
a — In Eucl. El., Df. I. 4 
 
kai; ga;r grammai; miktaiv eijsin wJ" aiJ e{like", kai; 
gwnivai wJ" hJ tou' hJmikuklivou kai; hJ keratoeidhv", kai; 
schvmata ejpivpeda me;n ta; tmhvmata kai; aiJ aJyi'de", 
sterea; de; kw'noi kai; kuvlindroi kai; ta; toiau'ta. 
(i) Car il existe des lignes mixtes, comme les hélices, et 
des angles, comme celui du demi-cercle et le corniculaire, 
et des figures, d'un côté des planes comme les segments 
et les arceaux, de l'autre des solides comme les cônes, les 
cylindres et les choses de ce genre. 
 
... mikth'" de; grammh'" oujdamou' mevmnhtai. kaivtoi 
gwniva" oi\de miktav", w{sper th;n tw'n hJmikuklivwn kai; 
th;n keratoeidh', kai; schvmata ejpivpeda miktav, ªta; 
tmhvmataº kai; tou;" tomeva", kai; stereav, tou;" 
kwvnou" kai; kulivndrou". 
(ii) … Nulle part il ne mentionne de lignes mixtes. 
Toutefois il connait des angles mixtes, comme celui du 
demi-cercle, et le corniculaire, et des figures planes 
mixtes, [les segments] et les secteurs, et aussi solides, les 
cônes et les cylindres. 
 
 Le contexte est celui de la classification platonicienne des lignes, et plus généralement des 
objets géométriques, en termes de Limite, Illimité et Mixte13. La discussion a comme conséquence 
de soulever le problème de la "mixité", simultanément pour les lignes et pour les angles, connexion 
que l'on va retrouver ultérieurement. A chaque fois ces classifications, en termes de genre et 
d'espèces, s'inscrivent dans des problématiques de taxinomie métamathématique concernant la 
nature des objets mathématiques. Les questions mathématiques, au sens technique du terme, dans 
lesquelles ces objets interviennent sont prises en considération apparemment uniquement dans la 
mesure où elles éclairent cette problématique philosophique de l'essence des objets. 
  
b — In Eucl. El., Df. I. 8 
 
ajll∆ eij mevgeqo", i. Mais si l'[angle est] une grandeur,  
pavnta de; ta; oJmogenh' megevqh peperasmevna o[nta 
lovgon e[cei pro;" a[llhla, 
ii. comme toutes les grandeurs homogènes qui sont 
limitées ont un rapport mutuel,  
kai; aiJ gwnivai pa'sai aiJ oJmogenei'" h[goun aiJ ejn 
ejpifaneivai" lovgon pro;" ajllhvla" e{xousin, 
iii. tous les angles homogènes, comme ceux dans les 
surfaces, auraient un rapport mutuel;  
w{ste kai; hJ keratoeidh;" pro;" th;n eujquvgrammon. iv. de sorte que l'[angle] corniculaire aussi, relativement à 
l'[angle] rectiligne.  
ta; de; lovgon e[conta pro;" a[llhla duvnatai ajllhvlwn 
uJperevcein pollaplasiazovmena. 
v. Or les grandeurs qui ont un rapport l'une relativement à 
l'autre sont capables, étant multipliées, de se dépasser 
l'une l'autre.  
uJperevxei a[ra pote; kai; hJ keratoeidh;" th;n 
eujquvgrammon, o{per ajduvnaton. 
vi. Donc l'[angle] corniculaire dépassera à un certain 
moment l'[angle] rectiligne, ce qui est impossible. 
                                                           
13 Cf. Scholie n°1, EHS, V, 1, p. 48, l. 26-30. 
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deivknutai ga;r o{ti pavsh" ejsti;n ejlavttwn 
eujqugravmmou. 
vii. En effet il est démontré qu'il est plus petit que tout 
angle rectiligne 
 
 Ce témoignage de Proclus est celui qui paraît le plus proche de l'annotatio de Campanus. 
Mais ici encore la discussion porte sur la nature de l'angle14 : qualité, quantité ou relation. Elle est 
donc vraisemblablement post-aristotélicienne puisqu'on reconnaît trois des catégories du Stagirite. 
Elle pourrait cependant être ancienne puisque Proclus (In Eucl. I, p. 125, l. 8) précise qu'Eudème le 
péripatéticien avait écrit un livre sur l'angle. Ver Eecke15, pour une raison que j'ignore, mentionne 
ici un Eudème de Pergame, aristotélicien du IIe siècle de notre ère, à ne pas confondre, dit-il, avec 
Eudème de Rhodes, disciple d'Aristote de la première génération. Il est suivi par Caveing16. On 
remarquera que Proclus dit ailleurs (p. 379, l. 2) "Eudème le péripatéticien", et qu'à cet endroit aussi 
bien Ver Eecke que Caveing l'identifie avec l'historien Eudème de Rhodes, sans même signaler, et a 
fortiori justifier, cette différence d'identification. N'ayant trouvé aucune trace de ce péripatéticien du 
IIe siècle de notre ère, et dans la mesure où le compte-rendu que Proclus fait de ce débat17 sur 
l'angle semble être organisé selon l'ordre chronologique, je continuerai donc à identifier l'auteur de 
l'écrit Sur l'angle et l'historien des mathématiques de la fin du IVe siècle avant notre ère.  
 Pour revenir à l'ordre suivi par le Diadoque, celui-ci dit en effet :  
— qu'Eudème a soutenu que l'angle est une qualité; 
— qu'Euclide l'a défini comme une "relation"; 
— que Plutarque d'Athènes (maître de Proclus) l'a considéré comme une quantité mais qu'il faisait 
remonter cette thèse à Apollonius de Pergè. De la même opinion, selon Proclus, était Carpos 
d'Antioche. 
 L'autre maître de Proclus, Syrianus, pensait qu'ils avaient tous tort, car, selon lui, l'angle 
participe de ces trois catégories18. Le début — très aporétique — du début du commentaire de 
Proclus19 à la Df. I. 8 laisse penser que Proclus adopte lui aussi cette dernière opinion. Cela dit, si 
l'on considère ce compte-rendu comme une source historique fiable, on peut admettre que 
l'objection à la thèse de la nature quantitative de l'angle que contient l'"annotatio" de Proclus est 
postérieure à l'affirmation de cette thèse, et donc post-apollinienne.  
 Un des arguments en faveur de la thèse que l'angle est une grandeur est que l'angle est 
divisible par une ligne. On sait que la grandeur est toujours divisible. Donc ce qui est divisible a des 
"chances" d'être une grandeur, ou, à tout le moins, une quantité. La divisibilité est une condition 
nécessaire. On peut ici suppléer un raisonnement intermédiaire : puisque l'angle n'est pas une 
quantité discrète, s'il est quantité, il est grandeur (i)20. 
                                                           
14 Cf. Scholie n°1, EHS, V, 1, p. 50, l. 28—p. 51, l. 4. 
15 Proclus de Lycie, Les commentaires sur le Premier Livre des Éléments d'Euclide. Bruges, Desclée de Brouwer, 
1948, p. 113, n. 3.  
16 La figure et le nombre, p. 40. 
17 Pr., p. 125, l. 6—p. 126, 6. 
18 Ibid., p. 123, l. 19-23. 
19 Ibid., p. 121, l. 12—p. 123, l. 14. 
20 La prémisse plus ou moins explicite ("divisible" + "continue" équivaut à "grandeur") est démolie par Ibn al-Haytham 
grâce à la distinction : "être divisible en soi" — qui vaut selon lui pour la grandeur extensionnelle — et "être divisible à 
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 Proclus mentionne ensuite la Df. V. 3 sous une forme légèrement différente : les grandeurs 
homogènes ont un rapport mutuel (ii), et donc, par syllogisme, les angles homogènes auront un 
rapport mutuel (iii). Le problème est de savoir ce que sont les angles "de même genre". 
Manifestement chez Euclide il y a au moins deux espèces d'angles : les angles plans (Df. I. 8) et les 
angles solides (Df. XI. 11). Par ailleurs, pour les grandeurs extensionnelles (lignes, aires, volumes), 
"être homogènes" signifie "avoir même dimension" (1, 2 ou 3). D'où la thèse proposée ici : les 
angles plans auront un rapport mutuel. De sorte qu'en particulier l'angle corniculaire — qui est plan 
— et l'angle rectiligne auront un rapport (iv). Proclus cite alors la Df. V. 4 (v) et l'applique audit 
angle : multiplié il pourra dépasser l'angle rectiligne (vi), ce qui est impossible, dit-il, en citant (vii) 
à peu près III. 16 (iv) Cette citation implique que le texte des Éléments que Proclus connaît est 
semblable au notre [Cf aussi le témoignage (a, ii)]. Une autre question est de savoir si, dans 
l'inférence de (vi) à (vii), il y a nécessairement une utilisation implicite de X. 1 comme dans 
l'annotatio de Campanus ou non. Quoi qu'il en soit, Proclus ne dit pas qu'il y a contradiction entre 
III. 16 et X. 1. 
  
c — In Eucl. El., Df. I. 8 
 
... tw'n de; gwniw'n ta;" me;n ejn ejpifaneivai" 
sunivstasqai lektevon, ta;" de; ejn stereoi'", kai; tw'n 
ejn ejpifaneivai" ta;" me;n ejn tai'" aJplai'", ta;" de; ejn 
tai'" miktai'". 
… quant aux angles, il faut dire que les uns sont 
construits dans des surfaces, les autres dans des solides et 
de ceux dans les surfaces, que les uns le sont dans les 
[surfaces] simples, les autres dans les [surfaces] mixtes. 
kai; ga;r ejn th'/ kulindrikh'/ ejpifaneiva/ gevnoito a]n 
gwniva kai; ejn th'/ kwnikh'/ kai; ejn    th'/ sfairikh'/ kai; ejn 
th'/ ejpipevdw/. 
En effet l'angle existe dans la surface cylindrique, dans la 
[surface] conique et dans la [surface] sphérique, et dans la 
surface plane. 
tw'n de; ejn tai'" aJplai'" ejpifaneivai" aiJ me;n ejn tai'" 
sfairikai'", aiJ de; ejn tai'" ejpipevdoi" e[cousi th;n 
suvstasin. 
Et de ceux qui sont dans les surfaces simples, les uns ont 
leur construction dans les [surfaces] sphériques, les autres 
dans les [surfaces] planes. 
poiei' ga;r gwniva" kai; oJ zwdiako;" tevmnwn 
ijshmerino;n duvo kata; korufa;" tw'n temnousw'n 
perifereiw'n. kai; eijsi;n ejpi; sfairikh'" ejpifaneiva" 
aiJ toiaivde gwnivai.  
Ainsi le zodiaque, produit aux sections équinoxiales deux 
angles opposés par le sommet [limités] par les arcs 
sécants. Et ces angles-là sont sur une surface sphérique. 
tw'n de; ejn toi'" ejpipevdoi" aiJ me;n uJpo; aJplw'n 
perievcontai grammw'n, aiJ de; uJpo; miktw'n, aiJ de; uJpo; 
ajmfotevrwn. 
Et de ceux qui sont dans les [surfaces] planes, les uns sont 
contenues par des lignes simples, les autres par des 
[lignes] mixtes, les autres par les deux à la fois. 
ejn ga;r tw'/ qurew'/ perievcetai gwniva uJpov te tou' 
a[xono" kai; th'" tou' qureou' grammh'". ajlla; touvtwn hJ 
me;n mikthv ejstin, hJ de; aJplh': kai; eij tevmnoi kuvklo" 
qureovn, e[stai hJ uJpov te perifereiva" kai; th'" 
ejlleivyew" periecomevnh gwniva. 
Par exemple l'angle contenu dans l'ellipse par l'axe et la 
ligne de l'ellipse. Mais, parmi celles-ci, l'une est mixte, 
l'autre est simple. Et si un cercle coupe une ellipse il 
existera un angle contenu par la circonférence et l'ellipse. 
o{tan de; aiJ kissoeidei'" grammai; sunneuvousai pro;" 
e}n shmei'on w{sper ta; tou' kissou' fuvlla < kai; ga;r 
th;n ejpwnumivan ejkei'qen e[scon - poiw'sin gwnivan, uJpo; 
miktw'n hJ toiauvth dhvpou perievcetai grammw'n: kai; 
o{tan hJ iJppopevdh, miva tw'n speirikw'n ou\sa, ta; (Ù) 
pro;" a[llhn poih'/ gwnivan, kai; tauvthn miktai; 
grammai; perievcousin. 
Mais quant les lignes cissoïdes se rejoignent en un point 
unique, comme dans les feuilles de lierre — car c'est de là 
qu'elles tirent leur nom — elles produisent un angle, 
celui-ci est évidemment contenu par des lignes mixtes; et 
aussi quand l'hippopède, qui est l'une des lignes spiriques, 
produit, avec une autre (ligne spirique) un angle, des 
lignes mixtes contiennent celui-ci. 
aiJ de; uJpo; eujqeiva" kai; perifereiva" uJpo; aJplw'n 
perievcontai grammw'n. 
Ceux contenus par des droites et des arcs de cercle sont 
contenus par des lignes simples. 
touvtwn d∆ au\ pavlin aiJ me;n uJpo; oJmoeidw'n 
perilambavnontai. kai; ga;r duvo perifevreiai 
tevmnousai ajllhvla" h] ejfaptovmenai poiou'si gwniva", 
kai; au|tai trissav": 
Parmi ceux-ci, de nouveau, les uns sont compris par des 
[lignes] de même espèce. En effet, si deux arcs de cercle 
se coupent l'un l'autre, ou se touchent, ils produisent des 
angles, et ce, de trois manières. 
                                                                                                                                                                                                   
cause d'autre chose" — qui s'applique aussi bien à l'angle qu'à la couleur dit Ibn al-Haytham. V. Musâdarât, ed. Sude, 
1974, p. 37, l. 25—p. 40, l. 5. 
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h] ga;r ajmfikuvrtou", o{tan ejkto;" h\/ ta; kurta; tw'n 
perifereiw'n, h] ajmfikoivlou", o{tan ajmfovtera ta; 
koi'la ejkto;" uJpavrch/, a}" kalou'si xustroeidei'", h] 
mikta;" ajpo; kurth'" kai; koivlh", w{sper ta;" tw'n 
mhnivskwn.  
soit, en effet, biconvexes, quand les convexités des arcs 
sont tournés vers l'extérieur, soit biconcaves, quand l'une 
et l'autre concavité se produit à l'extérieur, comme ceux 
qui s'appellent "en forme de rabot", ou mixtes quant à la 
convexité et la concavité, comme ceux des lunules.  
kai; mh;n kai; uJpo; eujqeiva" kai; perifereiva" 
perievcontai gwnivai dicw'": 
Quant à ceux qui sont contenus par une droite et un arc de 
cercle ils contiennent des angles de deux manières,  
h] ga;r uJpo; eujqeiva" kai; kurth'" perifereiva", wJ" hJ 
tou' hJmikuklivou, h] uJpo; eujqeiva" kai; koivlh" wJ" hJ 
keratoeidhv". 
soit en effet, [qu'ils soient] contenus par une droite et un 
arc convexe, comme l'angle du demi-cercle, soit par une 
droite et un [arc] concave, comme le corniculaire. 
aiJ de; uJpo; duei'n eujqeiw'n periecovmenai pa'sai 
eujquvgrammoi klhqhvsontai tritth;n e[cousai kai; 
au|tai diaforavn. 
Et les angles contenus par deux droites seront tous 
appelés "rectilignes" et ceux-ci présenteront également 
trois espèces différentes. 
 
  Il s'agit d'une classification des angles en fonction des surfaces qui leur servent de 
"supports" et des lignes qui constituent leurs limites. Parmi les angles situés dans un plan, limités 
par des lignes simples mais qui ne sont pas de la même espèce, autrement dit une droite et un arc de 
cercle, on peut distinguer deux sous-espèces en fonction de la concavité. L'angle du demi-cercle est 
un exemple de la première sorte (convexe), l'angle corniculaire de la seconde (concave)21. Il n'y a 
pas d'argument à proprement parler mais une série de distinctions, quasi zoologiques, des espèces 
d'angles, qui va du plus général au plus particulier. 
 
 d — In Eucl. El., Df. I. 10-12 
 
dei' de; toi'" oJrismoi'" th'" te ajmbleiva" kai; ojxeiva" 
prostiqevnai to; gevno". ejsti; ga;r  eJkatevra 
eujquvgrammo", hJ me;n meivzwn ojrqh'", hJ de; ejlavsswn. 
Mais, aux définitions de l'obtus et de l'aigu, il est 
nécessaire d'ajouter le genre. Car chacun d'eux est 
rectiligne, l'un plus grand qu'un droit, l'autre plus petit. 
ajll∆ oujc aJplw'" hJ ejlavsswn ojrqh'" ojxei'av ejsti. kai; 
ga;r hJ keratoeidh;" pavsh" ejsti;n ojrqh'" ejlavsswn, 
o{pou ge kai; ojxeiva", ajll∆ oujk ojxei'a, kai; hJ tou' 
hJmikuklivou pavsh" ojrqh'" wJsauvtw" ejlavsswn, ajll∆ oujk 
e[stin ojxei'a. 
Mais, dans l'absolu, le plus petit qu'un droit n'est pas aigu. 
Car l'angle corniculaire est aussi plus petit que tout angle 
droit, en vérité même [que tout angle] aigu, mais non 
aigu. Et l'angle du demi-cercle, de la même manière, est 
plus petit que tout angle droit, mais il n'est pas aigu. 
to; de; ai[tion, o{ti kai; miktaiv eijsi kai; oujk 
eujquvgrammoi. kai; me;n dh; kai; tw'n periferogravmmwn 
pollai; meivzou" a]n fanei'en ojrqw'n, ajll∆ oujk eijsi;n 
ajmblei'ai dia; tou'to. dei' ga;r eujquvgrammon ei\nai th;n 
ajmblei'an. 
Et la cause en est qu'ils sont mixtes et non rectilignes. 
Mais aussi nombreux parmi ceux [contenus] par des 
lignes circulaires paraissent plus grands que les angles 
droits mais ils ne sont pas obtus pour cela. Car l'obtus 
doit être rectiligne. 
 
  Proclus discute les Définitions euclidiennes des angles aigus et obtus, énoncées en termes 
d'inégalités par rapport à l'angle droit. Ces Définitions supposent le genre "rectiligne" précise-t-il. 
Ni l'angle du demi-cercle, ni l'angle corniculaire ne sont aigus22. A partir de ce texte, il semble que, 
pour Proclus au moins, les angles mixtilignes et les angles rectilignes n'appartiennent pas au même 
genre. Ceci ne contredit certainement pas le texte (b) dans lequel on utilise l'hypothèse qu'ils sont 
du même genre, à savoir celui des angles plans car il s'agissait d'une prémisse d'une objection 
rapportée par le Commentateur, mais rien n'indique qu'il la reprenait totalement à son compte. Tout 
au plus tenait-il à signaler qu'il y avait là une difficulté réelle pour la thèse « l'angle est une 
grandeur », en particulier si on l'interprète comme « l'angle plan est une grandeur surfacique, l'angle 
solide est une grandeur solide ». En fait cette remarque sur les genres revient en quelque sorte à 
                                                           
21 Cf. Ibid., p. 52, l. 22-28. 
22 Cf. Ibid., p. 55, l. 4-9. 
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commenter les branches ultimes de la classification des angles en (c) et peut-être aussi à suggérer 
une explication au contre-exemple exhibé en (b) : l'hétérogénéité des grandeurs en cause, lesquelles 
n'auraient donc pas de rapport mutuel (Df. V. 3); on ne pourrait donc pas leur appliquer la Df. V. 4. 
 On peut remarquer qu'Alexandre d'Aphrodise lui aussi commente la notion d'angle aigu 
(Comm. in Arstt, Top., p. 107, l. 6-9), mais il ne fait aucune allusion au problème du genre. En fait 
le commentaire à la Df. de l'angle aigu comme "plus petit qu'un droit" remonte à Aristote lui-
même : il s'agit de savoir alors ce qui est premier du "tout" (l'angle droit) ou de la "partie" (l'angle 
aigu)23. La réponse d'Aristote (comme celle d'Euclide si l'on peut dire) est que l'angle droit est 
premier par rapport à l'angle aigu. Aristote ne dit absolument rien des angles mixtilignes à cette 
occasion. 
 
 e — In Eucl. El., Dem. 4, ed. Friedlein, p. 189, l. 12—p. 191, l. 3. 
 
 Selon Proclus c'est Pappus qui a montré que la converse de la quatrième Demande est fausse 
si l'on dit seulement : « un angle égal à un angle droit est un angle droit », car il faut préciser qu'il 
s'agit d'un angle rectiligne. Il est en effet possible d'exhiber un angle curviligne égal à un angle 
droit, mais dont on ne peut manifestement pas dire qu'il est droit puisque la Df. de l'angle droit 
suppose que ses côtés soient droits. Proclus montre aussi comment étendre le résultat à un angle 
rectiligne aigu ou obtus quelconque.  
 L'intérêt de ce passage est d'une part de mettre en évidence les difficultés qui peuvent 
résulter de ce que l'égalité n'est pas définie, quoique son usage soit réglé par les notions communes, 
et surtout du fait qu'a priori "égalité" implique "comparabilité". D'ailleurs, dans la classification des 
rapports numériques de Nicomaque, Égalité et Inégalité sont les premières espèces du rapport; mais 
bien entendu les nombres sont "homogènes". D'autre part ce témoignage rattache certaines 
spéculations sur les angles mixtilignes ou curvilignes au nom de Pappus. Enfin l'exemple de l'angle 
"en forme de croissant" est connu des commentateurs arabes (et latins, v. Anaritius, Tummers, p. 
31) : il est rapporté par an-Nayrîzî dans son commentaire à la Demande 424. 
 
 f — In Eucl. El., I. 4 
 
kai; mavlista ejpi; tw'n gewmetriva" eijdw'n, ejn oi|" ouj 
pavntw" ajnisovthto" ou[sh" kai; ijsovth" ejstivn. 
i. Et tout particulièrement à propos des espèces de la 
géométrie, dans lesquelles ce n'est pas parce qu'il y a de 
l'inégalité, que, dans tous les cas, il existe l'égalité.  
maqhsovmeqa gou'n o{ti hJ keratoeidh;" ajei; a[niso" 
th'/ ojxeiva/ kai; oujdevpote i[sh, kai; hJ tou' hJmikuklivou 
wJsauvtw".  
ii. Nous savons bien que l'angle corniculaire est toujours 
inégal à l'angle aigu et jamais égal, et de même pour l'angle 
du demi-cercle. 
kai; hJ metavbasi" ajpo; tou' meivzono" ejpi; to; 
e[lasson ouj pavntw" dia; tou' i[sou givnetai. 
iii. Et le changement à partir du plus grand vers le plus petit 
ne se produit pas dans tous les cas en passant par l'égal.  
 
 L'angle corniculaire sert de contre-exemple géométrique au principe : « Là où il y a du plus 
grand et du plus petit, il y a de l'égal ». Si l'on en croit les commentateurs d'Aristote, cet argument 
avait été utilisé dans le problème de la quadrature du cercle par Bryson. Aristote avait dénoncé le 
fait que les tentatives de solution d'Antiphon et de Bryson s'appuyaient sur des "principes" 
                                                           
23 V. Met, Z, 10, 1035 b6-8 et M, 8, 1084 b7-9. 
24 Il est à remarquer que pour commenter les ajrcaiv du Livre I, an-Nayrîzî se réfère constamment à Simplicius, mais il 
ne cite jamais Proclus. 
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n'appartenant pas en propre à la géométrie, mais sans pour autant expliciter les principes ainsi mis 
en cause25. 
 
 g — In Eucl. El., I. 926 
 
kai; dh'lon o{ti devdotai me;n ejntau'qa kata; to; ei\do" hJ 
gwniva. eujquvgrammo" ga;r ei[rhtai kai; oujc hJ 
tucou'sa. 
Et clairement l'angle doit être donné ici selon l'espèce. 
Car il dit "rectiligne" et ce n'est pas par hasard. 
to; ga;r pa'san gwnivan divca temei'n oujk e[stin kata; 
stoiceivwsin, o{pou kai; ajmfisbhthvsimon, eij kai; 
dunato;n pa'san dicotomh'sai gwnivan.  
Car la dichotomie de tous les angles ne relève pas des 
Eléments, puisqu'il y a controverse sur le point de savoir 
s'il est possible de dichotomiser tous les angles.  
th;n ga;r keratoeidh' gwnivan eij dunato;n divca dielei'n 
ajporhvseia" a[n. 
Nous serions bien embarrassé [de dire] s'il est possible de 
diviser l'angle corniculaire en deux. 
 
 L'intérêt de ce témoignage réside dans le fait qu'on semble avoir discuté de la possibilité de 
dichotomiser l'angle corniculaire. On se rappelle que la grandeur est (d'après le Pseudo-Héron) ce 
qui est (indéfiniment) divisible. L'impossibilité d'être dichotomisé constituait donc sans doute un 
argument pour contester l'idée qu'un tel angle soit une grandeur, avec ce paradoxe que l'angle de 
demi-cercle est "divisible" : par exemple en un angle rectiligne (un quart de droit) et un angle de 
segment, — c'est donc peut être une grandeur — et que son complémentaire (le "reste"), si l'on 
admet l'hypothèse de Proclus, ne l'est pas27. 
 
 h — In Eucl. El., I. 15 
 
 Dans le commentaire à cette Proposition concernant l'égalité des angles rectilignes opposés 
au sommet il n'est évidemment pas question des angles de segments ou de l'angle corniculaire, mais 
Proclus remarque que la Proposition I. 15 est fausse si l'on considère des angles curvilignes 
"opposés par le sommet" produits par deux cercles sécants tels que ceux de la construction de la 
Proposition I. 1 : les angles lunulaires, opposés par le sommet, sont bien égaux, mais pas les deux 
autres (un biconvexe et un biconcave). Il explique cette différence d'abord par le fait que la droite 
homéomère (mauvaise raison !) puis parce qu'elle est la ligne "tendue au plus haut point"28. 
 
 i — In Eucl. El., I. 23 
 
 I. 23 propose en problème de construire un angle rectiligne égal à un angle rectiligne donné. 
Proclus justifie l'explicitation du genre en remarquant qu'il n'est pas possible de construire n'importe 
quel type d'angle égal à un angle rectiligne donné. En particulier pour les angles curvilignes, seuls 
ceux appelés "en hache" (exhibés dans le comm. à la Dem. 4) peuvent être égaux à tout angle 
rectiligne et que l'angle lunulaire (évoqués dans le commentaire de la Proposition I. 15, cas 
particulier des précédents) est égal à deux tiers d'un droit ! Il ajoute qu'aucun angle mixte ne peut 
être égal à un angle rectiligne. 
 
                                                           
25 V. Phys. I, 2, 185 a14-17; An. Post., I, 9, 75 b40; Soph. El., 11, 171 b12-18; 171 b34—172 a7. 
26 Cf. Scholie n° 47, EHS, V, 1, p. 89, l. 28-30. 
27 Voir aussi infra le témoignage de Philopon sur la possibilité d'augmenter et de diminuer les angles mixtilignes. 
28 Propriété qui peut servir à définir la droite. I. 15 est donc explicitement rapprochée de la Df. de la droite. La 
configuration de I. 15, si on compare le cas des droites et des cercles, donne un peu une idée de ce que veut dire "être 
également placée", expression mystérieuse utilisée dans la Df. I. 4. 
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 L'intérêt des cinq derniers témoignages est de montrer que les angles mixtilignes et/ou 
curvilignes sont devenus, au moins chez les commentateurs, le moyen de produire des contre-
exemples canoniques, et, par là-même, de justifier la nécessité de certaines hypothèses, par exemple 
la précision du genre des angles, en l'occurrence rectiligne, dans certaines Propositions. C'est 
particulièrement évident dans les exemples (g, h, i). On est un peu dans la même situation que celle 
de l'analyse élémentaire récente, avec la fonction f x( ) = x2( ) • sin 1 x( )  : on emploie le même contre-
exemple à tout propos. Cet usage n'est pas si éloigné de celui-ci que nous avons observé dans le 
commentaire aux Définitions. Il s'agit d'une problématique pédagogique, ciblée davantage 
"philosophie" dans le cas des Définitions, un peu plus mathématique, au sens technique du terme, 
ou logique, dans le cas des Demandes et des Propositions. 
 
4. Scholie n°31 à III. 31 
 
Eij ta; hJmikuvklia pavnta dia; th;n oJmoiovthta i[sa" 
devcetai gwniva" (ojrqa;" gavr), ta; de; meivzona 
tmhvmata ejlavttou" ojrqw'n, dh'lon, o{ti kai; aujtav, 
eij o{moia ei[h, i[sa" devcetai gwniva":  
a. Si tous les demi-cercles, grâce à la similitude, admettent 
des angles égaux (de fait droits), et les segments plus grands 
des angles plus petits que les droits, il est aussi évident que, 
s’ils sont semblables, ils admettent des angles égaux. 
o{sw/ ga;r meivzonav ejstin hJmikuklivwn, tosouvtw/ 
th;n ojrqh;n ejlattoi'. 
En effet, autant ils sont plus grands que les demi-cercles, 
autant leurs angles seront plus petits que l’angle droit. 
oJmoivw" kai; ta; ejlavttw tw'n hJmikuklivwn th;n ojrqh;n 
ajnavlogon au[xei. w{ste ta; o{moia tmhvmata i[sa" 
devcetai gwniva". 
Et semblablement les segments plus petits que les demi-
cercles augmenteront proportionnellement l’angle droit. De 
sorte que les segments semblables admettent des angles 
égaux29. 
aiJ de; tw'n tmhmavtwn gwnivai eJterogenei'" ou\sai 
para; ta;" eujqugravmmou" (miktai; gavr) ouj 
parabevblhntai ejkeivnai" wJrismevnw/ megevqei, eij 
mh; movnon meizonovthti kai; ejlattonovthti. 
b. Et les angles des segments étant d’un autre genre que les 
angles rectilignes (car ils sont mixtilignes), ils ne sont pas 
comparables avec ceux-là par une grandeur déterminée, si ce 
n’est seulement par supériorité ou infériorité. 
dia; dh; tou'to sumbaivnei tou' meivzono" tmhvmato" 
ejpi; e[latton proiovnto" dia; mevsou tou' 
hJmikuklivou th;n gwnivan aujtou' meivzona ou\san 
aJplw'" ojrqh'" ejpi; ejlavttona proievnai mh; dia; th'" 
ojrqh'": au{th ga;r wJrismevnon posovn 
c. Alors, à cause de cela, il se produit qu’en progressant d’un 
segment plus grand vers un plus petit en passant par le demi-
cercle comme terme intermédiaire, son angle est simplement 
plus grand qu’un angle droit, progressant vers un plus petit, 
mais sans l’intermédiaire du droit ; car celui-ci est une 
quantité déterminée. 
. dovxei de; paravdoxon ei\nai: ta; ga;r eij" 
toujnantivon metabavllonta dia; tw'n mevswn 
cwrei'n pevfuken. 
d. Et il semble qu’il y ait là un paradoxe ; en effet, ce qui, par 
nature, se transforme en son contraire transite à travers les 
termes intermédiaires. 
e[sti de; kai; ejn a[lloi" a[mesa euJrei'n ta; ou{tw" 
ajntikeivmena. kai; ga;r hJ to;n kuvklon perievcousa 
grammhv, kurth; a[ra kai; koivlh ou\sa, oujk e[sti kai; 
eujqei'a. 
e. Mais on trouve aussi d’autres cas de termes ainsi opposés, 
sans intermédiaire. En effet, la ligne qui contient le cercle, 
étant donc convexe et concave, n’est pas aussi rectiligne. 
  
 L'affirmation (b) concerne l'incomparabilité des angles rectilignes et des angles de segments. 
L'auteur accepte l'idée que l'on puisse cependant parler d'une relation d'ordre, mais indéterminée30. 
Les paragraphes (c-d) introduisent un paradoxe des angles mixtilignes : le contexte pourrait être 
aristotélicien au sens où il s'agirait de discuter cette forme de l'axiome de "continuité" qu'aurait 
utilisée Bryson dans sa solution au problème de la quadrature du cercle, axiome auquel faisait 
allusion Aristote, et qu'explicitent ses commentateurs.  
 
                                                           
29 Cf. Df. III. 11 ! 
30 Il s'agit peut-être d'un écho à la distinction aristotélicienne des deux sens de "partie" dans Métaphysique, ∆, 25, 1023 
b11-17. 
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  Bien qu'on trouve une remarque du même genre chez Proclus (3fiii), on ne peut pas dire — 
comme c'est le cas pour le scholie 1 au Livre I — qu'il s'agit ici d'un simple démarquage du 
commentaire du Diadoque. 
 
5. Jean Philopon, In Arstt Anal. Post., I 9, 75b 37-41, CAG, vol. 13, 3, p. 112, l. 35—p. 114, l. 17 
 
w{ste oujde; hJ Provklou ejxhvghsi" prosfuh;" ei\nai 
faivnetai. eij dev ti" kai; sugcwrhvsoi ou{tw to;n 
Bruvswna kataskeuavzein, pro;" aujto;n e[stin 
ajnteipei'n o{ti ejpi; me;n tw'n oJmogenw'n ajlhqhv" 
ejstin oJ lovgo", o{ti ou| e[sti mei'zon kai; e[latton, 
touvtou e[sti kai; i[son, ejpi; mevntoi tw'n 
ajnomoiogenw'n oujkevti ajlhqe;" tou'to. 
De sorte que l'interprétation de Proclus ne paraît pas non 
plus très naturelle. Mais si quelqu'un acceptait ainsi la 
construction Brysonienne on pourrait répondre contre lui 
que si, pour les grandeurs homogènes la thèse selon laquelle 
« là où il existe du plus grand et du plus petit, il existe aussi 
de l'égal à cela » est vraie, en revanche, pour les grandeurs 
non homogènes, cela n'est en aucun cas vrai. 
deivknutai gou'n para; tw'/ gewmevtrh/ o{ti ejpi; tou' 
hJmikuklivou tou' GDB hJ ajp∆ a[kra" th'" diamevtrou 
th'" GB pro;" ojrqa;" ajgomevnh eujqei'a hJ AG pavntw" 
ejkto;" me;n pivptei tou' kuvklou, tw'n de; duvo gwniw'n 
tw'n ginomevnwn uJpo; th'" perifereiva" kai; th'" 
diamevtrou kai; e[ti uJpo; th'" pro;" ojrqa;" ajcqeivsh" 
kai; th'" perifereiva", levgw dh; th'" te ejkto;" th'" 
uJpo; AGD kai; th'" ejnto;" th'" uJpo; DGB, hJ me;n 
ejkto;" pavsh" ojxeiva" gwniva" eujqugravmmou 
ejlavttwn ejstivn, hJ de; ejnto;" pavsh" ojxeiva" gwniva" 
eujqugravmmou meivzwn ejstiv. 
Assurément il est démontré par le Géomètre que sur le 
demi-cercle CDB la droite menée à angles droits à partir de 
l'extrémité du diamètre CB, la droite AC, tombe entièrement 
à l'extérieur du cercle, et, des deux angles produits, par la 
circonférence et le diamètre, et en outre par la droite menée 
à angles droits et la circonférence, je dis alors de celui qui 
est extérieur, celui sou ACD et de celui qui est intérieur, 
celui sous DCB, d'une part que celui qui est extérieur est 
plus petit que tout angle rectiligne aigu, d'autre part, que 
celui qui est intérieur est plus grand que tout angle rectiligne 
aigu. 
kai; ijdou; ejntau'qa th'" aujth'" ojxeiva" eujqugravmmou 
gwniva" meivzona kai; ejlavttona dedeicovte" i[shn 
euJrei'n oujk a]n dunhswvmeqa dia; to; ajnomoiogenh' 
ei\nai ta; megevqh: ejx eujqeiva" ga;r kai; perifereiva" 
uJpovkeintai aiJ prokeivmenai gwnivai, a}" kai; 
keratoeidei'" kalou'si. 
Et j'attire votre attention sur ce point que le même angle 
rectiligne aigu ayant été démontré plus grand et plus petit, 
nous ne pourrions pas le trouver égal, à cause du fait que les 
grandeurs sont non-homogènes. En effet les angles proposés 
sont constitués de droites et d'arcs de circonférences, 
comme ceux que l'on appelle "corniculaires".  
kai; to; paravdoxon, o{ti kai; th'" ejkto;" gwniva" ejp∆ 
a[peiron aujxhqh'nai dunamevnh" kai; meiwqh'nai th'" 
ejntov", kai; e[mpalin th'" ejnto;" ejp∆ a[peiron 
au[xesqai dunamevnh" meiou'sqai de; th'" ejktov", 
ou[te hJ ejkto;" aujxomevnh ejp∆ a[peiron i[sh pote; 
genhvsetai th'/ ojxeiva/ gwniva/ eujqugravmmw/, ajll∆ ajei; 
e[stai pavsh" ejlavttwn, ou[te hJ ejnto;" ejp∆ a[peiron 
aujxomevnh th'/ ojrqh'/ pote genhvsetai i[sh. 
Et là est le paradoxe : bien qu'il soit possible d'augmenter 
indéfiniment l'angle extérieur et de diminuer l'intérieur, et, 
inversement, bien qu'il soit possible d'augmenter 
indéfiniment l'intérieur, et de diminuer l'extérieur, ni l'angle 
extérieur augmentant indéfiniment ne se trouvera égal à un 
certain moment à l'angle rectiligne aigu, mais sera toujours 
plus petit que tout angle rectiligne aigu, ni l'angle intérieur, 
augmentant indéfiniment ne se trouvera égal à un certain 
moment à l'angle droit. 
au[xomen de; th;n me;n ejkto;" gwnivan ejlavttona" 
kuvklou" gravfonte": 
Mais d'abord nous augmentons l'angle extérieur en décrivant 
un cercle plus petit. 
oi|on eja;n tevmw th;n GB diavmetron kata; to; E 
shmei'on kai; th;n GE eujqei'an divca kata; to; Z 
shmei'on kai; kevntrw/ me;n tw'/ Z diasthvmati de; tw'/ 
ZG kuvklon gravyw, ou| hJmikuvklion to; GHE, hJ me;n 
ejkto;" gwniva hJ uJpo; AGH hu[xhtai, kai; pavlin oujde;n 
h|tton pavsh" ojxeiva" ejsti;n ejlavttwn dia; to;n 
eijrhmevnon lovgon: ejpi; panto;" ga;r kuvklou 
devdeiktai to; qewvrhma tw'/ gewmevtrh/. 
Par exemple si je coupais le diamètre CB selon le point E, et 
la droite CE en deux parties égales selon le point F, et 
qu'avec F comme centre et FC comme intervalle, je décris le 
cercle dont un demi cercle est CHE, d'une part l'angle 
extérieur, celui sous ACH augmenterait, mais rien ne lui 
serait inférieur, et il serait plus petit que tout angle aigu à 
cause de l'énoncé susdit. Car le théorème est démontré par 
le Géomètre à propos de tout cercle. 
kata; to;n aujto;n de; trovpon pavlin th;n tou' ejnto;" 
kuvklou diavmetron temw;n kai; ejlavttona kuvklon 
ejggravya" kai; tou'to ejp∆ a[peiron poihvsa" ajei; me;n 
au[xw th;n ejktov", meiw' de; th;n ejntov", kai; ou[te hJ 
ejkto;" genhvsetaiv pote i[sh ojxeiva/ eujqugravmmw/ 
ou[te hJ ejntov", ajll∆ hJ me;n ejkto;" ajei; e[stai 
ejlavttwn, hJ de; ejnto;" ajei; meivzwn. ou{tw me;n th;n 
me;n ejkto;" au[xw, meiw' de; th;n ejntov". 
Et de la même manière, coupant à nouveau le diamètre 
intérieur au (petit) cercle et décrivant un cercle plus petit et 
faisant toujours cela à l'infini, d'une part j' augmenterai 
l'angle extérieur et diminuerai l'intérieur, mais ni l'angle 
extérieur ne se trouverait à un moment égal à un angle aigu 
rectiligne, ni l'intérieur, mais d'une part l'extérieur serait 
toujours plus petit, l'intérieur toujours plus grand. Ainsi 
augmenterais-je l'extérieur, diminuerais-je l'intérieur. 
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ajnavpalin de; au[xw me;n th;n ejntov", meiw' de; th;n 
ejkto;" meivzona" kuvklou" perigravfwn tou'ton to;n 
trovpon. 
Mais, à l'inverse, j'augmenterais l'intérieur et diminuerais 
l'extérieur en circonscrivant un cercle plus grand de la 
manière suivante. 
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ejkbavllw ga;r th;n GB diavmetron ejp∆ eujqeiva" ejpi; 
to; E, kai; kevntrw/ me;n tw'/ B diasthvmati de; tw'/ BG 
kuvklon gravfw, ou| hJmikuvklion to; GZE. kai; dh'lon 
o{ti to; GZE hJmikuvklion ejnto;" pesei'tai th'" AG 
eujqeiva" dia; to; dedei'cqai o{ti hJ ajp∆ a[kra" th'" 
diamevtrou pro;" ojrqa;" ajgomevnh pavntw" ejkto;" 
pivptei tou' kuvklou. 
Je prolongerais en effet le diamètre CB en ligne droite 
jusqu'en E, et avec B comme centre et BC comme intervalle 
je décrirais un cercle dont un demi-cercle est CZE. Et il est 
évident que le demi-cercle CZE tomberait à l'intérieur de la 
droite AC, à cause de ce qui a été démontré, à savoir que la 
droite menée à angles droits à partir d'une extrémité du 
diamètre tombe entièrement à l'extérieur du cercle. 
o{ti de; oujde; movriovn ti tou' hJmikuklivou tou' ejkto;" 
tou' GZE ejfavptetai morivou tino;" tou' ejnto;" 
hJmikuklivou tou' GDB, dh'lon ejnteu'qen. eij ga;r 
a{ptetai, ajpo; tou' shmeivou, kaq∆ o} ejfarmovzousin, 
eij tuvcoi, tou' H, ejpezeuvcqwsan ejpi; ta; kevntra tw'n 
kuvklwn, tov te B kai; to; Q, hJ HB, HQ eujqei'a. ejpei; 
ou\n to; Q shmei'on kevntron ejsti; tou' ejnto;" 
hJmikuklivou, i[sh ejsti;n hJ QH th'/ QG: pavlin ejpei; to; 
B kevntron ejsti; tou' ejkto;" hJmikuklivou tou' GZE, 
i[sh ejsti;n hJ BH th'/ BG. ajlla; hJ BQ kai; hJ GQ i[sai 
eijsi; th'/ QH: hJ a[ra HB i[sh ejsti; tai'" BQ, QH.  
Et qu'il n'existe aucune partie du demi-cercle extérieur CZE 
qui s'ajuste avec une certaine partie du demi-cercle intérieur 
CDB, c'est évident comme suit.  
Car s'ils se touchent, qu'à partir du point selon lequel ils 
s'ajustent, au hasard, H , soient jointes les droites HB, HQ 
jusqu'aux centres des cercles, les points B et Q. Et puisque 
le point Q est le centre du demi-cercle intérieur, QH est 
égale à QC; ensuite puisque B est le centre du demi-cercle 
extérieur CZE, BH est égale à BC. Mais BQ et CQ sont 
égales à QH; donc HB est égale aux droites BQ, QH.  
trigwvnou a[ra tou' HQB aiJ duvo pleurai; aiJ HQ, BQ 
th'/ mia'/ th'/ HB i[sai eijsivn, o{per ajduvnaton: oujk a[ra 
ejfarmovzei mevro" ti tou' ejkto;" kuvklou mevrei tini; 
tou' ejntov". tevmnei a[ra oJ ejkto;" kuvklo" th;n uJpo; 
AGH gwnivan. 
 
kai; ou{tw" ejp∆ a[peiron tw'/ aujtw'/ trovpw/ ejkto;" 
gravfwn kuvklou" ejp∆ a[peiron me;n th;n ejkto;" 
gwnivan meiw', au[xw de; th;n ejntov": kai; oujdevpote hJ 
ejnto;" aujxomevnh i[sh genhvsetai th'/ ojrqh'/, ajll∆ ajei; 
pavsh" ojxeiva" eujqugravmmou meivzwn givnetai. 
Et donc deux côtés du triangle HQB, les droites HQ, BQ, 
sont égales au seul côté HB, ce qui est impossible; ce n'est 
donc pas le cas qu'une certaine partie du cercle extérieur 
s'ajuste avec une certaine partie du cercle intérieur. Donc le 
cercle extérieur coupe l'angle sous ACH. 
Et ainsi, de la même manière, en décrivant indéfiniment des 
cercles extérieurs, d'une part je diminuerais indéfiniment 
l'angle extérieur, d'autre part j'augmenterais l'intérieur; mais 
jamais l'angle intérieur augmenté ne se trouverait égal à 
l'angle droit, mais il serait toujours plus grand que tout angle 
rectiligne aigu. 
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eij toivnun devdeiktai o{ti ejndevcetai tou' aujtou' 
mei'zon mevn ti kai; e[latton ei\nai, oujkevti de; kai; 
i[son dia; th;n ajnomoiovthta tw'n megeqw'n, kakw'" 
a[ra oJ Bruvswn ejlavmbanen o{ti, eij mei'zon tou' 
kuvklou ejsti; to; perigrafovmenon eujquvgrammon kai; 
e[latton to; ejggrafovmenon, e[stin a[ra kai; i[son to; 
metaxu; tou' te ejggrafomevnou kai; tou' 
perigrafomevnou: 
Si donc il a été démontré qu'il peut arriver qu'une certaine 
grandeur soit plus grande et plus petite que la même 
[grandeur], mais sans qu'elle soit aussi égale, à cause de la 
non-homogénéité des grandeurs, Bryson a donc bien mal 
fait en admettant que si la figure rectiligne circonscrite est 
plus grande que le cercle, et l'inscrite plus petite, il en 
existera une égale aussi, intermédiaire entre l'inscrite et la 
circonscrite. 
ajnovmoia ga;r kajntau'qa ta; megevqh, levgw dh; to; 
eujquvgrammon tw'/ kuvklw/, w{ste oujde; i[sa e[stai. 
Car les grandeurs dans ce cas aussi sont dissemblables, je 
veux dire le rectiligne au cercle, de sorte qu'elles ne seront 
pas non plus égales. 
 
6. Simplicius, In Arstt, Phys., CAG, vol. 9, p. 59, l. 28—p. 60, l. 4 (extrait) 
 
Ækai; oujdevn, fhsiv, qaumastovn, mh; euJreqh'nai 
kuvklon eujqugravmmw/ i[son, ei[per kai; ejpi; tw'n 
gwniw'n euJrivskomen tou'to. ou[te ga;r th'/ tou' 
hJmikuklivou gwniva/ ou[te th'/ loiph'/ eij" th;n ojrqh;n th'/ 
keratoeidei' legomevnh/ gevnoito a]n eujquvgrammo" 
i[sh gwniva. ... 
(i) Et il n'y a rien d'étonnant, dit-il (Ammonius), à ne pas 
trouver un cercle égal à une figure rectiligne, si c'est bien ce 
que nous trouvons dans le cas des angles. En effet aucun 
angle rectiligne aigu n'a été produit égal ni à l'angle du 
demi-cercle, ni au reste dans l'angle droit, qui est appelé 
"corniculaire". … 
aiJ mevntoi gwnivai ai{ te tou' hJmikuklivou kai; aiJ 
keratoeidei'" ejk perifereiva" kai; eujqeiva" a[mfw 
sugkeivmenai ouj movnon ajnomogenei'" eijsi; th'/ 
eujqugravmmw/, ajlla; kai; ajsuvmblhtoi. 
(ii) Toutefois les angles, et ceux du demi-cercle et les 
corniculaires composés à la fois de circonférences et de 
droites sont, non seulement non homogènes au rectiligne, 
mais même incomparables. 
 
 Le contexte de ces témoignages des commentateurs aristotéliciens est celui du problème de 
la quadrature du cercle et les solutions qu'en ont données Antiphon et Bryson. Le lien avec celui de 
la nature du contact entre le cercle et sa tangente avait déjà été fait par Alexandre d'Aphrodise, au 
IIe siècle de notre ère, si l'on en croit Simplicius, à propos de la solution d'Antiphon (coïncidence 
d'un polygone inscrit dans un cercle avec la circonférence). Le même Alexandre aurait identifié le 
principe utilisé par Bryson dont l'usage avait été allusivement critiqué par Aristote au principe de 
continuité que nous avons rencontré dans plusieurs de nos témoignages tardifs. Pour l'instant je n'ai 
pas réussi à savoir exactement ce qu'il en est, car les spécialistes sont divisés sur l'authenticité du 
commentaire aux Réfutations sophistiques, attribué par certains à Alexandre, par d'autres à Michel 
d'Éphèse. Au demeurant ce commentaire (ainsi qu'un autre commentaire anonyme au même traité) 
mentionne bien une des formes du principe de continuité, il propose un (contre-)exemple 
arithmétique et des exemples à partir des couleurs, mais il ne fait pas référence au "paradoxe des 
angles". 
 Ammonius, cité par Simplicius, fait quant à lui le lien entre le problème de la quadrature du 
cercle, la comparabilité du rectiligne et du circulaire, ainsi que celle des angles mixtilignes et 
rectilignes telle qu'on peut la trouver dans III. 16. Il se pourrait d'ailleurs qu'Ammonius figure 
également parmi les sources de Philopon — avec Proclus explicitement cité — puisqu'il a été le 
maître des deux commentateurs. Reste que le compte-rendu de Philopon est plus complet, du moins 
quant au problème des angles mixtilignes. En un sens il complète même Proclus en montrant que 
ces angles peuvent être indéfiniment augmentés ou diminués; ce qui les rattache à la notion de 
grandeur. D'ailleurs Philopon s'exprime comme si ces angles étaient bel et bien des grandeurs, tout 
en soulignant qu'elles sont non-homogènes aux angles rectilignes. C'est d'ailleurs une conséquence 
du contexte aristotélicien du débat : si l'on prétend fournir un contre-exemple au principe de 
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continuité fondé sur la non-homogénéité des grandeurs, encore faut-il supposer que l'on traite bien 
de grandeurs! 
 La deuxième assertion de Simplicius (ou d'Ammonius ?) peut cependant être interprétée 
comme une réserve vis-à-vis de cette analogie, établie entre figures et angles : en effet, non 
seulement les angles mixtilignes sont d'une autre espèce que les angles rectilignes (ce qu'est aussi le 
cercle par rapport aux figures rectilignes) mais ils lui sont même "incomparables". Sans doute faut-
il comprendre qu'ils n'ont même pas de rapport mutuel. Alors qu'un lecteur un peu attentif d'Euclide 
sait que "cercle" et "figure rectiligne" sont des grandeurs (surfaciques) homogènes ayant un rapport 
mutuel, par exemple le cercle et le carré décrit sur son diamètre ont un rapport : celui-ci est même 
indépendant du cercle en question (XII. 2). S'il lit ensuite Archimède il saura qu'il en est de même 
pour la circonférence et le diamètre. 
 
 
 Si nous établissons maintenant le bilan des différents témoignages que nous avons utilisés, 
qu'en ressort-il pour notre propos ?  
• Le texte des Éléments, tel qu'il nous est parvenu, mentionne trois types d'angles non-rectilignes 
dont un type générique : l'angle du segment de cercle (III. 7, III. 31), un cas particulier important, à 
savoir l'angle du demi-cercle (III. 16), et l'angle "restant" (ibid), ultérieurement appelé 
"corniculaire".  
 A ce niveau des objets, le seul enrichissement que l'on puisse ultérieurement repérer est la 
prise en considération d'angles curvilignes (et non pas mixtilignes). Nous en avons la trace chez 
Proclus qui, sur ce point, se réfère à Pappus et sans doute, en fait, à Géminus. Ces angles, nous 
l'avons vu, apparaissent dans la classification très complète que le Diadoque propose et que les 
historiens rapportent traditionnellement au Stoïcien. Elle repose en effet sur les principes mises en 
œuvre dans les classifications des lignes et des surfaces, dont la première, au moins, est 
explicitement rapportée par Proclus à Géminus. Même s'il n'a pas répété cette attribution pour les 
angles, leur ordonnancement ne lui est certainement pas antérieur et il n'y a guère de raison de 
remettre en cause cette attribution, même si des auteurs postérieurs, par exemple Pappus, ou Proclus 
lui-même, ont pu amplifier ce schéma31. 
 
 Quant aux angles mixtilignes, toujours du point de vue des objets, il n'y a pas 
d'enrichissement par rapport à ce qu'on trouve dans les Eléments tels qu'ils nous sont parvenus. On 
peut même observer que nos auteurs se répartissent en deux catégories : 
— ceux qui mentionnent l'exemple générique des angles de segments de cercle : Alexandre 
d'Aphrodise et bien entendu l'auteur du Scholie 31, ce qui n'a rien de très surprenant puisqu'il s'agit 
d'une scholie à III. 31 ! 
— Ceux qui ne mentionnent que les cas particuliers de l'angle de demi-cercle et de l'angle 
corniculaire, c'est-à-dire ceux de la "configuration" III. 16. C'est en particulier le cas de Proclus qui, 
                                                           
31 Il est vrai que le recueil des Definitiones qui puise lui aussi dans Géminus se contente de mentionner l'existence d'une 
infinité d'angles plans non rectilignes (Df. n°16, p. 26, l. 2-3). Mais ce même recueil connaît aussi l'angle corniculaire 
(Cf. supra, 2).  
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malgré son goût prononcé pour la taxinomie, ne mentionne jamais l'angle de segment; c'est aussi le 
cas des commentateurs d'Aristote appartenant à l'Antiquité tardive, Philopon, Ammonius et 
Simplicius, mais il en est déjà de même de l'auteur de la Définition n°120 du Pseudo-Héron. La 
raison de cette limitation est assez claire, nous en reparlerons à propos des problématiques. 
 
 Pour être complet, signalons que les scholies au Livre X ne mentionnent jamais l'exemple 
des angles, mixtes ou non, en particulier à propos de l'application qui est faite de la Df. V. 4 dans X. 
1, application qu'elles relèvent, sans doute à la suite de Pappus, et qui, on s'en souvient, était 
l'occasion de l'annotatio de Campanus. En revanche plusieurs d'entre elles (les n°13, 14 à la Df. X. 
1, la n°36 à la Prop. X. 2) tiennent à préciser que les grandeurs commensurables doivent être de 
même espèce (oJmoieidh``), ou que les grandeurs hétérogènes (eJteroeidh``) ne sauraient être 
commensurables32. 
 Les exemples mentionnés de grandeurs homogènes sont : les lignes, les surfaces et les 
solides. L'absence de toute mention d'angle pose naturellement à cet endroit, en quelque sorte par 
défaut, la question du genre et de l'espèce pour ces objets "bizarres" que sont les angles. Ceci peut 
expliquer pourquoi Campanus reprend ce problème ici-même33. 
• Quant aux problématiques dans lesquelles interviennent ces angles mixtilignes, elles relèvent 
apparemment moins des mathématiques — au sens technique du terme — que de la philosophie des 
mathématiques — par exemple le débat sur la nature de l'angle, ou l'énumération exhaustive de ses 
différents genres et espèces —, mais aussi de la pédagogie. Dans ce contexte, les angles mixtilignes 
et curvilignes, servent avant tout à construire des contre-exemples au cas où une hypothèse serait 
délibérément omise ou resterait implicite. Ces différentes fonctions contre-exemplificatrices — dont 
certaines incluent des considérations techniques limitées : accroissement, diminution, découpage, 
voire dichotomie des angles mixtilignes ou curvilignes — font de ces angles mixtilignes ou 
curvilignes de véritables objets mathématiques pathologiques. 
 
 Nous avons rencontré deux tels contre-exemples importants ou, si l'on préfère, deux objets 
pathologiques : l'angle corniculaire et l'angle de demi-cercle, ceux que préfère Proclus, précisément 
ceux que l'on trouve dans III. 16. C'est ce goût pour les contre-exemples qui explique l'attention 
quasi exclusive que leur portent les commentateurs. 
 Le premier trouve son emploi à l'intérieur des Eléments eux-mêmes : Euclide n'avait pas cru 
bon de définir ce qu'il entendait par grandeurs "de même genre" (Cf. Df. V. 3), ou de faire une liste 
admise de ces genres de la grandeur. Le problème se posait d'autant plus qu'il pouvait être combiné 
avec d'autres "impensés" euclidiens : ni l’égalité, ni l'inégalité n'étant définie, la distinction entre 
inégalité et "non-égalité" n'était pas toujours faite; de même la liaison entre inégalité ou non-égalité 
                                                           
32 L'origine lointaine pourrait en être un passage des Lois de Platon (v. Eucl., vol. 3 Df. X. 1, comm., pp. 25-26). 
33 On doit aussi se rappeler que cette mention des espèces de grandeurs homogènes que sont les lignes, les surfaces et 
les solides (scholie 14) est sans doute passée dans le texte même de certains manuscrits grecs, puisqu'on la trouve dans 
la traduction d'Ishâq-Thâbit, puis dans la traduction arabo-latine de Gérard de Crémone. Campanus est censé procéder 
de la tradition adélardienne, et donc d'une traduction antérieure, peut-être issue d'al-Hajjâj mais, d'abord il pouvait 
connaître l'autre branche de la tradition arabo-latine, ensuite même dans cette version sans l'ajout de la version Ishâq-
Thâbit, on pouvait connaître quelque chose comme la scholie n°14, ce qui revient à peu près au même pour ce qui nous 
intéresse ici ! 
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et comparabilité n'était pas forcément très claire. Dans la Définition n°120 du Pseudo-Héron ce 
problème est posé dans des termes très particuliers : celui de la ou des relation(s) : "être une partie", 
encore un exemple d'ambiguïtés de la terminologie euclidienne ! La formulation même de III. 16, 
que l'on retrouve chez Pseudo-Héron, chez Proclus et chez Philopon, laisse penser qu'"être inclus 
dans…" implique "être plus petit que…". Proclus évoque semble-t-il un sens "absolu" (entendez 
"sans tenir compte du genre") de "être plus petit", l'auteur du scholie n°31, un sens "faible" (i.e. 
"n'impliquant pas l'existence d'un rapport mutuel"). Ammonius et/ou Simplicius semblent préférer 
dire qu'il n'y a même pas de comparaison possible.  
 Là où Campanus relève une contradiction (entre III. 16d et X. 1), Proclus, sans doute parce 
qu'il accepte ce double sens de "être plus petit que…" [Cf. tém. (f)], se contente d'exhiber un couple 
de grandeurs dont l'une des deux est l'angle corniculaire, couple qui sert de contre-exemple pour la 
propriété incluse dans la Df. V. 4. Pour le dire autrement, celui-ci illustre la nécessité de connecter 
les Df. V. 3 et 4, autrement dit d'expliciter la notion d'homogénéité, ou même d'aller au-delà, en 
distinguant non seulement les genres de la grandeur, mais aussi ses différentes espèces.  
 Une étape intermédiaire, au sens textuel et conceptuel, pourrait se trouver chez les 
commentateurs arabes. Ibn al-Haytham, dans ses Doutes sur le Livre d'Euclide, inclut la Proposition 
III. 15 (Eucl. III. 16) parmi celles où il y a un doute; elle recèle même selon lui quelque chose 
d'impossible (on est plus près de Campanus). Il cite III. 16c et lui oppose le fait que par dimidiation 
de l'angle rectiligne répétée à l'infini on obtiendra encore un angle rectiligne, mais que l'angle de 
contact (à cet endroit il n'utilise pas ce terme mais parle de l'angle contenu par…) sera toujours plus 
petit que l'angle rectiligne produit. Il ajoute que l'on peut même augmenter l'angle de contact en 
construisant, avec le même point de contact, des cercles plus petits, écho de ce que nous avons vu 
dans le témoignage de Philopon. Malgré cela, l'angle de contact sera toujours plus petit que tout 
angle rectiligne. Pour lui, ceci est impossible — mais il ne semble pas qu'il invoque ici la 
Proposition X. 1 — ; ces angles ne sont pas comparables et il est nécessaire, dans la comparaison, 
de se limiter à des grandeurs pris dans un même genre (dont il propose une liste)34. Les Shukûk 
kitâb Uqlîdis n'ont pas été traduites en latin, mais une piste à explorer serait de voir s'il reprend un 
commentaire du même genre dans son Optique, qui l'a été.  
 
 Le second contre-exemple intervient dans ce que nos commentateurs appellent "le paradoxe 
des angles" dont ils nous livrent d'ailleurs au moins deux variantes. Son succès tient à la possibilité 
qu'il offre d'exhiber un contre exemple au principe de continuité qu'en termes modernes on pourrait 
paraphraser sous la forme d'un principe des "valeurs intermédiaires" comme suit : si une grandeur 
varie continûment (au sens ancien du terme, i. e par accroissement ou diminution se poursuivant à 
l'infini; cf le texte de Philopon) entre une grandeur plus petite et une grandeur plus grande, elle 
prendra toute valeur intermédiaire. La version la plus impressionnante, à première vue, est celle de 
Philopon, mais en y regardant de plus près, elle n'est pas si satisfaisante. Produire une suite 
croissante d'angles de type corniculaire, ou d'angles de type "demi-cercle" qui ne dépasseront 
jamais un angle aigu (resp. l'angle droit) n'est, au bout du compte, pas tellement plus paradoxal que 
                                                           
34 Communication personnelle A. Djebbar.  
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la dichotomie de Zénon. La troisième "version" que donne Philopon est certainement plus 
intéressante. C'est l'angle de demi-cercle (et même une infinité croissante de tels angles) qui tient le 
rôle de "valeur intermédiaire" entre les angles des segments de cercle (ceux définis par Euclide). 
Celle de Proclus est très abrégée avec sans doute la même "valeur intermédiaire"35. Finalement la 
meilleure version est celle de la scholie à III. 31. Dans ce cas la "valeur intermédiaire" est l'angle 
droit rectiligne entre les angles des segments de cercle. 
 L'angle corniculaire ne jouait peut-être aucun rôle dans ce second contre-exemple, dont 
l'intérêt était d'ailleurs sans doute extra-élémentaire puisqu'il permettait surtout d'expliquer le 
caractère sophistique de la quadrature du cercle par Bryson. Si l'on en croit Alexandre, Bryson 
utilisait le principe de continuité, avec le cercle comme valeur intermédiaire entre des polygones 
réguliers inscrits et circonscrits. Il ne fait également aucun doute que c'est un principe de ce genre 
qui fonde, implicitement au moins, le principe de l'existence de la quatrième proportionnelle 
qu'Euclide n'hésite pas à utiliser, sans état d'âme, dans la mise en œuvre de la méthode d'exhaustion 
au Livre XII.  
 Comme tout objet mathématique pathologique il se peut que le paradoxe des angles ait 
obligé les mathématiciens à être plus prudents dans leur utilisation des principes de continuité et de 
la quatrième proportionnelle. Philopon, par exemple, dit que, pour être valide, il faut certainement 
limiter le principe de continuité à des grandeurs homogènes. Si le débat sur l'angle corniculaire a eu 
un effet mathématique, au sens technique du terme, il a peut-être été de cet ordre-là : un effet de 
limitation. Manifestement, contrairement à l'émergence d'autres objets pathologiques bien connus 
dans l'histoire des mathématiques (nombres imaginaires, séries divergentes, fonctions sans 
dérivée…), celle des angles mixtilignes n'a pas été le point de départ d'une reformulation complète, 
sur des bases radicalement différentes, de certaines théories mathématiques, donnant lieu à de 
nouveaux développements, qu'il s'agisse du traitement des angles ou de l'usage de la continuité. En 
fait, mis à part la réflexion de Proclus sur la Df. V. 4, nous ne percevons même que la composante 
"aristotélicienne" de l'affaire, et il faut être assez optimiste sur la fiabilité et la représentativité de 
nos sources pour penser qu'effectivement des mathématiciens au sens strict du terme, Archimède 
et/ou Apollonius par exemple, aient pu jouer un rôle dans cette affaire. 
 
IV. Retour aux Eléments 
 
 Par rapport à notre point de départ nous n'avons certainement pas progressé de manière 
décisive : l'intrication du philosophique et du mathématique n'est pas si facile à démêler; les 
hypothèses historiques qui permettent de rejeter l'usage des angles mixtilignes dans les 
mathématiques mal connues de l'époque préeuclidienne ou dans les commentaires spéculatifs 
propres à l'Époque romaine ou à l'Antiquité tardive ne sont sans doute pas les seules qu'on puisse 
envisager. Du moins le long détour par les commentateurs nous a (faiblement) éclairé sur les 
                                                           
35 J'ai déjà dit que Proclus est l'une des sources de Philopon; il semble que Proclus critiquait Alexandre, mais je ne sais 
pas trop dans quel contexte (ni même dans quel texte). 
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contextes d'utilisation possible des angles mixtilignes présents dans les Eléments. Il ne me semble 
pas que lesdits contextes plaident en faveur d'une introduction des angles mixtilignes par Euclide 
lui-même dans son recueil, ni même simplement en faveur de leur maintien à partir d'une source 
antérieure (hypothèse de Heath).  
 On se rappelle qu'un résultat est inclus dans les Eléments soit pour son usage ultérieur dans 
le traité, soit pour son intérêt intrinsèque. Or III. 16(c, d) et III. 31(d, e) ne sont jamais utilisés dans 
la suite. Quant à l'intérêt intrinsèque nous avons vu que l'angle corniculaire a servi — a semble-t-il 
seulement servi — à construire un contre-exemple à la Df. V. 4 (parce qu'elle ne spécifiait pas 
l'homogénéité) ou, à son application dans X. 1. Une fois perçu, il était très facile de remédier à cet 
inconvénient : ajouter un mot dans la Df. V. 4 ("homogènes"), ou de remplacer la Df. V. 4 et la 
Proposition X. 1 par une version plus spécifique, du genre de celles qu'a retenues Archimède pour 
les différentes formulation de son "axiome". Mon hypothèse est que l'exigence d'homogénéité dans 
la Df. V. 4 était évidente pour Euclide — à cause de la proximité avec la Df. V. 3 qui contient cette 
précision — et qu'il n'a pas perçu le problème que cette non mention de l'homogénéité pouvait 
poser dans le Livre X, beaucoup moins proche. 
 Dans ces conditions il n'avait aucune raison particulière de mentionner l'angle corniculaire 
— à moins que nous puissions trouver d'autres contextes qui mettraient en évidence l'intérêt 
intrinsèque d'un tel objet36. Reste encore une possibilité plutôt banale que suggère la formulation 
même de III. 16: l'objet en question n'est mentionné que par souci de "complétude", si l'on peut dire, 
comme complémentaire de l'angle de demi-cercle (le "restant"). Ce ne serait qu'ultérieurement qu'il 
aurait été utilisé (et baptisé) pour construire le contre-exemple à la Proclus. Une indication qui 
pourrait appuyer cette thèse sur l'usage post-euclidien de l'angle corniculaire, outre la terminologie, 
nous est fournie par Proclus : celui-ci rattache son contre-exemple au débat sur la nature 
quantitative de l'angle posée, d'après lui, par Apollonius. Quoi qu'il en soit, cette hypothèse suppose 
évidemment que les angles de segments (dans III. 31), et en particulier celui du demi-cercle (dans 
III. 16), étaient pour leur part présents dans les Éléments et possédaient donc un tel intérêt 
intrinsèque aux yeux d'Euclide. 
 Malheureusement, dans ce cas également, notre détour par la tradition des commentateurs 
nous a fourni un seul contexte d'utilisation : le paradoxe des angles. On peut même dire — c'est 
parfaitement lisible dans le scholie n°31 — que la formulation des deux dernières parties de la 
Proposition III. 31 est particulièrement adaptée à l'énoncé de ce paradoxe. On pourrait peut-être 
même expliquer ainsi l'insertion de III. 16 (c, d), dans la mesure où III. 31, si elle mentionne bien la 
"valeur intermédiaire" qu'est l'angle droit et son encadrement par le plus et le moins, ne mentionne 
pas l'angle du demi-cercle (il aurait fallu construire une droite de plus). La première Proposition du 
Livre III dans laquelle il est immédiat de faire apparaître ce dernier est précisément III. 16. Une 
autre possibilité est que la situation de III. 16 permet d'énoncer l'autre version du paradoxe des 
                                                           
36 Pour l'instant j'en vois deux qui réclament une investigation supplémentaire : l'optique et la mécanique (la chute des 
graves selon des angles "semblables" par rapport à la surface terrestre pour parler comme Aristote dans le De cælo). V. 
en particulier DC, II, 14, 296 b20, 297 b19. Le comm. de Simplicius à ces passages fait précisément appel aux 
considérations sur les angles mixtilignes, en particulier à l'égalité des angles corniculaires de part et d'autre du point de 
contact. 
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angles, dans laquelle la valeur intermédiaire est l'angle du demi-cercle, plus grand que tout angle 
rectiligne aigu, mais plus petit que l'angle droit (et donc que tout angle rectiligne obtus). La 
description chez les commentateurs n'est pas aussi claire, mais il semble bien qu'il y ait eu deux 
versions du paradoxe des angles, correspondant précisément aux Propositions III. 16 et 31. Ce point 
me paraît renforcer l'idée que l'insertion de ces deux Propositions relève de la même problématique. 
Et si nous ne pouvons pas proposer d'autres explications, il faut admettre qu'Euclide a introduit ou 
maintenu les angles de segments de cercle parce qu'il connaissait le paradoxe des angles et 
considérait qu'il possédait un intérêt propre suffisant.  
 Or qu'avons-nous vu à ce sujet ? Que le paradoxe des angles peut servir à mieux fonder le 
principe de continuité, voire le postulat de la grandeur quatrième proportionnelle. Mais précisément 
il apparaît qu'Euclide n'a guère eu d'état d'âme au sujet du postulat de la quatrième proportionnelle : 
là encore c'est ce que suggère l'attitude d'Archimède, plus prudent dans ses démonstrations "par 
exhaustion"; c'est aussi ce qui conduira Campanus à expliciter ledit postulat. Quant à l'argument de 
Heath qui y voit le maintien d'une discussion antérieure, s'il s'agit bien de celle de la quadrature du 
cercle par Bryson comme le suggèrent les commentateurs, il nous paraît bien faible : la question de 
la quadrature du cercle ne relève pas des Éléments. Pire encore: si Euclide connaissait les 
discussions aristotéliciennes, comme le suggère Heath, il savait que la critique de la preuve de 
Bryson ne relève pas du travail du Géomètre; c'est précisément ce que dit le Stagirite ! Alors 
pourquoi inclure ou maintenir une telle thématique dans un recueil d'Éléments ? De l'étude des 
contextes je retiendrais que l'hypothèse la moins invraisemblable — en postulant il est vrai un 
minimum de constance dans l'attitude du Rédacteur des Eléments (constance jusques et y compris 
dans l'"insouciance") —, est celle d'une insertion post-euclidienne. 
 
Conclusion 
 
 Pour étayer cette hypothèse, je reprends mes considérations stylistiques initiales sur III. 16 
et 31. Plusieurs traits de nos deux théorèmes sont singuliers :  
— Même si les Propositions à énoncés multiples sont finalement assez nombreuses dans les 
Eléments, celles qui coordonnent 4 ou 5 propriétés sont plutôt rares : quatre en tout.  
— Celles qui utilisent l'adverbe e[ti (de plus) pour renforcer la conjonction des propriétés sont 
encore plus rares : 3 dont III. 31 et 2 qui sont très vraisemblablement des interpolations. 
— La présentation de leurs diorismes n'est pas tout à fait canonique, mais cette indication n'est 
peut-être pas très significative. 
— le fait que la preuve de III. 16(c, d) ne corresponde pas exactement à l'énoncé l'est peut-être 
davantage; en tout cas il montre clairement que ledit énoncé, en termes de relation "être plus petit 
(grand) que tout…", a été conçu dans l'optique des contre-exemples fourbis par les commentateurs. 
 
 Par ailleurs l'analyse précédente suggère l'hypothèse que le problème réside peut-être au 
moins autant dans le n°31 que dans le n°16; l'attention des historiens s'est trop focalisé sur l'angle 
corniculaire. Or il existe, dans les manuscrits grecs (PBFVp), une démonstration alternative pour 
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III. 31a. Dans la tradition arabe, les manuscrits de la version Ishâq-Thâbit possédant III. 31, ainsi 
que la version de Gérard de Crémone, ont aussi les deux preuves. Mais la première preuve de la 
première assertion correspond à la preuve aliter du grec. Dans le même ordre d'idées, le manuscrit 
de Leiden (version commentée de an-Nayrîzi), Adélard I, Hermann de Carinthie présentent quant à 
eux seulement la démonstration aliter de la première assertion. Il paraît donc quasiment certain que, 
dans ce cas comme dans d'autres, il a existé des manuscrits grecs ne possédant qu'une preuve de 
l'assertion III. 31a, et qu'il s'agissait tantôt de celle du grec, tantôt de celle des versions arabo-
latines. L'analyse interne permet peut-être d'aller plus loin, quant à l'authenticité de l'une ou de 
l'autre. Deux explications opposées sont en effet possibles. 
 La démonstration première du grec — contrairement à la preuve alternative — fait appel au 
prolongement de BA vers F. Ce genre de preuves — avec une construction additionnelle qui n'est 
pas vraiment indispensable— était critiquée, car elle suggère une "causalité" ou une dépendance 
non réelle. C'est en tout cas ce que nous rapporte Proclus à propos de I. 5, Proposition dans laquelle 
Euclide utilise un peu la même démarche. Dans cette perspective l'argument de la lectio difficilior 
est plutôt en faveur de la preuve première du grec car on aurait ensuite voulu faire disparaître cet 
usage intempestif du prolongement, du moins pour la première partie de la preuve. Mais il y a un 
autre élément : le prolongement de BA vers F possède une autre fonction, dans la preuve de III. 31e, 
concernant précisément les angles de segments de cercle plus petits qu'un demi-cercle. Si Euclide 
ne s'intéressait qu'aux angles rectilignes inscrits dans le demi-cercle ou les segments, la preuve 
alternative lui suffisait et il n'avait nul besoin de prolongement ! D'où une deuxième interprétation 
possible : la preuve avec prolongement a été introduite pour inclure — dans une preuve qui 
initialement ne contenait rien de tel — les considérations sur les angles mixtilignes de segments. 
 Il est certainement difficile de choisir entre ces deux interprétations, mais on peut mobiliser 
un dernier indice : il existe une allusion parfaitement claire à la propriété établie dans III. 31a chez 
Aristote (An. Post., II, 11, 94a24-35). Dans l'état actuel du texte du Stagirite37, il n'y a guère de 
doute que cette allusion se rapporte à la démonstration dite alternative, sans prolongement ! Si l'on 
est prêt à accepter l'hypothèse d'un lien entre prolongement et considérations sur les angles 
mixtilignes dans III. 31 on considérera donc qu'on a là une indication qui, au moins dans ce cas 
particulier, va à l'encontre de la thèse de Heath sur l'origine préeuclidienne de ces considérations. 
On sera alors porté à croire que la preuve sans prolongement était la preuve euclidienne 
authentique, que son remplacement postérieur est à rapporter à l'intérêt pour le paradoxe des angles 
— dont nous avons vu l'importance pour les commentateurs d'Aristote et d'Euclide —, ainsi qu'aux 
discussions philosophiques sur la nature des objets mathématiques. Ce remplacement aurait 
provoqué (ou aurait été accompagné de) l'insertion de la Définition III. 7, nécessaire pour bien 
distinguer angle du segment (mixtiligne) et angle dans un segment (rectiligne), et du 
développement (pas très heureux) de la formulation de III. 16. En admettant cette hypothèse — 
mieux vaudrait dire cette série d'hypothèses — est-il possible de donner des indications 
chronologiques sur l'insertion post-euclidienne des considérations sur les angles mixtilignes ?  
                                                           
37 Mais on a proposé de corriger ledit texte ! 
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 Elle est très vraisemblablement faite à l'époque où Alexandre d'Aphrodise rédige ses 
commentaires, au IIe siècle de notre ère : on ne peut donc certainement pas incriminer la réédition 
de Théon d'Alexandrie. Trois personnages au moins de l'époque hellénistique ont manifesté leur 
intérêt pour le texte des Eléments, même si on ne peut pas affirmer qu'ils en aient proposé une 
"édition" ou une réédition : Apollonius, Hypsiclès et Héron, le premier commentateur d'Euclide 
répertorié en tant que tel. Pour pouvoir être plus précis il faudrait avoir des informations 
supplémentaires, en particulier sur la teneur du commentaire de Héron. Il est cependant clair que 
celui-ci était particulièrement important pour le Livre III, et qu'il a été à l'origine de certaines 
modifications textuelles. 
 On peut proposer un schéma (pour ne pas dire une hypothèse) de plus : si le rapport que 
nous transmet Proclus à propos du débat sur la nature de l'angle est fidèle, il se pourrait qu'en trois 
ou quatre générations, d'Eudème de Rhodes (fin IVe s) à Apollonius (fin IIIe s) en passant par 
Euclide, les spécialistes aient donné trois avis manifestement divergents sur ce qu'est un angle. Un 
philosophe sceptique — ou simplement hostile à la géométrie — ne peut manquer une telle 
occasion de souligner l'inconsistance des mathématiciens, y compris en ce qui concerne l'une des 
premières notions de cette science. Une telle polémique constitue une bonne occasion pour fourbir 
quelque paradoxe et concevoir un objet pathologique (à condition bien entendu d'avoir une maîtrise 
technique minimale du domaine). Elle peut également déboucher sur une "mise à plat" du problème 
comme on peut la percevoir dans la classification des angles attribuée à Géminus. Grâce à Proclus 
nous savons qu'une polémique a effectivement opposé le stoïcien Posidonius (le maître de 
Géminus) à l'Épicurien Zénon de Sidon, à propos des Éléments d'Euclide, ou du moins à propos des 
objets fondamentaux et des premiers résultats de la géométrie, en l'occurrence I. 1.  
 Manifestement ils n'étaient pas les premiers : j'ai déjà mentionné le cas préeuclidien — et 
même pré-platonicien — de la réfutation des géomètres par Protagoras rapporté par Aristote. Un 
autre personnage intéressant quoique plutôt mal connu est le philosophe épicurien Polyen qui avait 
réuni un recueil d'apories en 5 Livres pour montrer la fausseté de la géométrie, domaine dans lequel 
il avait acquis une certaine compétence avant de se rallier à la philosophie du Maître du Jardin. 
Malheureusement cet ouvrage n'est connu que par quelques bribes, citées par un autre Épicurien du 
IIe siècle avant notre ère, Démétrius Lacon. Outre le fait d'être un ex-géomètre, Polyen a la 
particularité d'être un quasi-contemporain d'Euclide ! Malheureusement j'ignore si Polyen s'en 
prenait précisément aux Éléments de l'Alexandrin, ou, plus généralement, aux géomètres. J'ignore 
aussi s'il abordait la question de la nature de l'angle38. 
 Quoi qu'il en soit, compte tenu de l'ensemble de ces indices, du rôle que Proclus prête à 
Apollonius dans la discussion sur la nature de l'angle, il n'est pas impensable que, quelque part dans 
les deux derniers siècles avant notre ère, l'on se soit passionné pour les angles pathologiques. La 
réappropriation progressive du corpus aristotélicien (à partir du Ier siècle avant ?) a pu entretenir cet 
                                                           
38 Sextus Empiricus (qui semble bien puiser sinon chez Polyen, du moins chez Démétrius Lacon) critique bien la notion 
d'angle, en particulier pour l'incompatibilité qu'il y a selon lui entre la manière dont les géomètres distinguent des 
espèces (droit, aigu, obtus) et la propriété qu'ils leur attribue de pouvoir se dépasser les uns les autres (Contre les 
géomètres = Adv. Math., III, §§105-106). Ceci n'est pas sans relation avec ce que nous avons vu auparavant; mais 
malheureusement le texte de Sextus ne mentionne pas de "paradoxe des angles". 
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intérêt et suggérer des connexions entre différentes questions de philosophie mathématique. Et 
Héron pourrait bien être le responsable de leur insertion définitive dans la tradition textuelle des 
Éléments. Tout cela reste une pure spéculation ! 
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